Lycée La Prat’s Vendredi 5 octobre 2012
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (Agro 2009, concours A, probléme II — corrigé UPS)
La quantité S, (f) est la n-éme somme de Riemann de la fonction f sur [0;1]. La fonction f étant continue
sur ce segment, un théoréme du cours dit que

La suite (S,(f)) converge vers /1 f(t) dt.
0

1) Application
a) Pour tout n > 1, on a

n—1

n—1
1 1 1 . ‘
=Y T n e G T ) ot Vee), A

1
_1—}—x7

donc, d’apres le résultat sur les sommes de Riemann rappelé a la question 0, on peut affirmer que
(up) converge et

li —/lh()d —/Idx—[l 1+2]], =In2 -0
1mun—0 X $—01+x— n xo—n .

En conclusion,

‘ (up) converge vers In 2. ‘

b) Pour tout n > 1, on a

1 2n—1 1 1 n—1 1
R LD D e D Dl s
k=n k=0
_ 7§ 1 Jrrf 1 en posant k = k' +n
- = 2k +1 4 2n — 2k + 2n dans la premiére somme
2n—1 2n—1 2n—1
1 1 1
N S T Mp R
= p+2n = p+2n = p+2n
p impair p pair
donc
1
Vn € N*, vn+§un:uQn.
. . L . 1
c) La relation de la question précédente nous dit que, pour tout n > 1, v, = ug, — §un.

Or la suite (ug,) étant extraite de (uy), elle converge vers la méme limite que (uy,,), ¢’est-a-dire
In2. Donc (vy,) converge (comme combinaison linéaire de suites convergentes) et I'on a

. 1 1
limv, =In2 — 511&2 = §ln2.

En conclusion,

1
(vp,) converge bien vers B In 2.
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2) Développement asymptotique d’une somme de Riemann

a) La fonction f étant C*°, sa dérivée troisiéme f (3) est a fortiori continue sur le segment [0;1]. Elle
est donc bornée et atteint ses bornes. Par conséquent,

IMeR, Vrze[n1], |fP) <M.

b) i) Comme nous le suggére I’énoncé, appliquons la formule de Taylor-Lagrange a la fonction f
sur Dintervalle [k/n;t] ot elle est de classe C3, ce qui donne lexistence de ¢ € |k/n; [ tel que

0= () + (=5 () +3o- 2 ) b2 0
Par suite, on a
01 (- £)7) 3= G - 365

- Ey

N

puisque | £ (c)| < M d’aprés le résultat de la question précédente appliqué en ¢ (qui appartient
bien a |0; 1] car |k/n;t[ C ]0;1[). En conclusion,

0 -1G) = (= )7 () -5 -3 (< T 0-3)"

ii) On voit immeédiatement que

La primitive sur R de ¢ — (t — %)q qui s’annule en % est t — q41—1 (t — S)ﬁl.
iii) On a
(k+1)/n
L, lo=sG) = (=00 G) -0 ()] o
(k+1)/n (k+1)/n (k+1)/n
- /k/n £(t) dt—f(k>/k/n 1dt - (%) /k/n (t——) dt
(k+1)/
S, )
k+1)/n
—‘@n”ﬂww<d> L
(DT
(k+1)/n § 1
= [, soa-s(; )*—f (Waa " as
donc

RGO ORI

N O RO S RBIE
(k+1)/

< o lo=aG) = (=2 () -5 () @

(k+1)/n kN3
< —(t-Z ‘apré
< /k - (t ) dt d’aprés o]

/n n
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Or
(k+1)/n pfp kN3 Mrl kN 47 (k+1)/n M
/k/n Sln) a=glil-2) . =
donc
(k+1)/ 1 ./k 1 k 1 k M
’/k s de= 210 = 558 (3) 5 (3)| < 2
©) Ona [0 a0 500) = 550~ gl
<k+1>/n 1 13k 1 =,k
= Z/,W dt‘ﬁzf(n)‘fnzzf'(ﬁ)‘@Zf"(a)
k=0 k=0 k=0 k=0

n—1 (k+1)/n 1 k
- kz()(/k/n ) dt_ﬁf(ﬁ> 2n2f( ) 6n3f”< ))‘

n=1| c(k+1)/n 1k
< kzo /k:/n f(t) dt — Ef(g) 2n2f (n) 6n3f”< )

n—1
< 2 % d’aprés b).

Or .
- M M M
2 54t =" St =
donc
1)t = S$uf) — 5507~ =3 S| < 5y

d) Le résultat de la question précédente nous dit que, pour tout n € N*, on a

1
2n

2

Su(f) +

len| =n

/ 1 " ! 2M .

Comme lim M/(24n) = 0, par encadrement, il vient
n——+0oo

‘ (en) converge vers 0. ‘

On en déduit immédiatement que, pour tout n € N*,

En

1 1 , 1 "
:/0 ) dt = - Su(f) = o3 Salf) +

et donc

' 1 / 1 I 1
= [ at= i) = gasals + o)

e) Si l'on applique le résultat de la question précédente a la fonction f’ (ce qui est licite puisque f’
est de classe C*° donc C?), on obtient

! ' ! 1 " 1 " 1
= [0 @ s - s +o( )

Or la suite (Sn( f”')) est bornée puisqu’elle converge d’aprés le résultat rappelé a la question 0,

donc
1

— S (") = o(l),

6n n
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3)

ce qui donne

= /01 f(t) dt — %Sn(f”) +0<%)-

La fonction f” étant continue, le théoréme sur les sommes de Riemann (celui que I'on a utilisé a
la question 0) dit que

ce que 'on peut écrire

1
(") = /0 F(t) dt + of1).

f) En combinant les trois derniers résultats encadrés, on obtient

S0 = [ sy a- 1( / 0 dt— s, + o(;)> S +o( )
= /Olf( dt—/f dt+ 5 QS(f")jLo(%)
— /0 dt—/f dt+122</ F(t) )>+0<nl)
- /0 dt_/f W+ 1o 2/f// )t o )
done

- /01 F(t) dt — zln/ol F() dt+ 121712 /olf”(t) dt+o<%>'

a) Nous avons déja signalé que

1

Up, = Sp(h) oll Vr € [0;1], h(z) = 1+
x

En appliquant le résultat de la question précédente & la fonction h, on obtient

" /Olh()dt_/ K (t dt+121n2/1h”()dt+o<nl2)
S e 0 R PR

[1 |1+t|]1 1[ 1 }1+ 1 [ 1 ]1+ (1)
= n —_ — J— ol —
0 2nll+4tlo  12n2 (14+¢t)%2]o n?

1 2—|— L —|— 1 +o (1)
= n -_— — |
16n2 n2

donc

W2t -y L +(1)
Un = e T Tenz T O\ 02

b) On en déduit immédiatement que

NP R TS
n9 = — 4 2,
tn 4n  16n2 0n2

donc

1
un—ln2~%-
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c) Pour tout n > 1, les résultats des questions 1.c) et 3.b) donnent

1 1 1 1 1
Un = Uin *?m—m2+§“*mm*”ﬁﬁ> (m2+zf*m2+ Gﬁ)

1 1 1
= gm2-gnz +O(n2)

donc

1 1 1
= g2= s +o( )
ce qui donne

Exercice 2 (E3A 2007, PC, partiel, et EMLyon 2009)
A. Etude de la fonction f

1) Etude de f en 0.

22 o3
a) ex—l—x—i-——}—?—ko( %) donc
T 1 T 2 2 2
- —1-Z_= (7) EATP [
1 1121 4o@) 5~ ¢ T\3) to@) + =+ o(a?)
x r 22 9
b)oPourtoutm;éo,f(x)—f(()):e$_1—1:—§+ﬁ+0(1‘):0(1).
Donc f est continue en 0.
2
T o N
e Pour tout = # 0, f(x) f(O)—ex_11 1= 2—1-12—1-0(1:)_ 23:—1—0(3:).
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = —5

1
e On ne peut rien déduire de plus : la fonction z — 23 sin <2> admet un DL a l'ordre 2 en 0
x

mais n'est pas €.
c) La fonction f est de classe €' sur R* car composée de fonction de classe € sur R*. Pour tout

x #0,

e’ —1—xe® 1+x+§+0(w2)—1—x—:p2 —%xg 1

f/(x) = (e” — 1)2 = (e" — 1)2 ~ 22 =75 = f/(O)

Donc f’ est continue en 0, et f est € sur R.

. 1
d) Equation de la tangente T & (C') au point d’abscisse 0 : y =1 — 2%

1 1
D’aprés la question A.1)a), f(z) =1— 3% + Ex + o(z?).

1
Puisque Exz > 0 pour tout x dans un voisinage de 0, la courbe est au-dessus de la tangente.

2) Variations de f.
a) Pour tout x € R, ¢'(z) = €* + ze” — €* = xe”. Donc ¢’ est du signe de x et il vient

T —00 0 “+0oo
g () = 0 +
1 +00
0
signe
de ¢(z) + 0 +
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(exg(_x)l)Q. Donc f’ est du signe de —g sur R*.

De plus, d’aprés A.1)b), f/(0) < 0. En conclusion, f’ < 0 sur R et f strictement décroissante.

b) D’aprés le calcul de la question A.1)c), f/'(z) = —

c) Au voisinage de +oo : f(z) ~ % — 0 et f >0 donc (C) admet une asymptote d’équation y =0
e

et est au-dessus de celle-ci.
Au voisinage de —oo : u = ¥ — 0 lorsque £ — —oo donc

f@) = - ( ! > — o — 2e® + o(we®)

1—e®

Ainsi lim f = +o0, de plus (C') admet une asymptote d’équation y = —z et est au-dessus de
—0o0
celle-ci (car —ze® > 0).
d)

()

B. Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f.

1) Cherchons les o € R tels que f(a) = a.

f(0)=1#0donc a #0, et f(a) = eaa—l'

fla) =a <= =l<=e*=2<= a=1In(2)

e*—1
La fonction f admet don un unique point fixe, a = In(2).
2) a) Pour tout z € [0, 400, posons p(z) = 2 — 2ze® — 1.
La fonction ¢ est € et ¢/ (x) = 2e** — 2 —2z¢® = 2(e® —1—x)e®. En dérivant x + e*—1—x on
montre que cette fonction est strictement croissante sur Ry et donc que €* —1—x > —1-0=0
pour tout z € R,.
Ainsi ¢’ > 0 et ¢ est croissante, donc p(z) > ¢(0) = 0 pour tout = € Ry :

Vo €[0,+o0]  €** —2z¢® —12>0

(on peut aussi astucieusement factoriser par e”, et 'expression s’étudie beaucoup plus rapidement)

b) Soit = €]0,4o00[, d’aprés la question précédente

1 e — 2xe® — 1

f'@)+ 5=

>0
2 2(e —1)2

1
c) f(0)= —3 € [~1/2,0[. D’aprés A.2)a), f' <0, et d’aprés la question précédente, f > —1/2 sur
R’ . En conclusion

< fl(x) <0

| =

Vz € [0,4o00] —



DST 2

d) Soit n € N. La fonction f est continue et dérivable entre u,, et o, donc I'inégalité des accroissements
finis s’écrit

[f (un) = fla)] < (sup |f'(2)])|un — of

zel

1
Ou [ est I'intervalle de bornes u,, et . Puisque sup |f'(z)| < sup |f'(z)| = = d’aprés c),
zel zeR, 2

1
VneN [unt1 —af = [f(un) — f(a)] <§‘un—a‘
3) Montrons que la propriété :
1
H(n):  |u, —al < 2—n|1 —al

est vraie pour tout n > 0.
e Hy est vraie par hypothese.
e H,, = Hp41 : Supposons H(n) vraie. Donc, d’aprés la question précédente, il vient

1
[unt1 — ol < glun —af < Gzl —af

Et H(n + 1) est vraie.

1
e Conclusion : Vn > 0 lup, — ] < 2—n|1 —

1
4) lim — =0donc lim |u, —a| =0 et la suite (u,) converge vers o = In 2.
n—-+oo 27 n—+o00

Exercice 3 (Agro 2012, concours A, probléme II — corrigé UPS)

1) Expression intégrale du terme général de la suite u

a) Soit n un entier. La formule de Taylor reste intégral s’écrit

n k T n
x (x —1)
VreR, e = —I—/ L eldt

b) Soit n € N. En prenant = n, la relation ci-dessus permet d’écrire

n k n n
R n o (n—t)" ,
l=e g T +e /0 o e'dt,

k=0

puis
n k n n
-n Tlf _ (TL — t) t—n
1—e Zk! —/0 7 ¢ dt.
k=0
Un,

11 suffit alors de poser s = n —t (ce qui donne ds = —dt) dans 'intégrale ci-dessus pour obtenir

le résultat.

n sn
Up = / —'efsds
o N

2) Mise en place d’un changement de variables

a) La fonction f étant définie par f(z) = ze® ™1, elle est clairement C* sur [0, 1], en tant que produit
et composée de fonctions C*°. On en déduit trivialement que f est C* sur [0, 1].

’f est C* sur [0, 1]‘

Comme f est C* sur [0, 1], elle est €™ pour tout n et la formule de Taylor-Young nous prouve
que f admet un développement limité & I'ordre n au voisinage de 1.
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b)

De méme f est C* sur [0, 1], donc elle admet un développement limité & tout ordre au voisinage
de 1.

‘ f et f' admettent un développement limité & tout ordre au voisinage de 1.‘

Posons alors h = x — 1. Lorsque x tends vers 1, le réel h tends vers 0, ce qui permet d’écrire :

h? h? h?
f(1+h):(1+h)e*h:(1+h)(1—h+?+o(h2)):1—h+?+h—h2+o(h2):1—?Jro(h?).
On en déduit alors le développement limité a 'ordre 2 de f en 1 en remplagant h par x — 1.

r—1)2
fa)=1- o -1

Et comme on sait que f' admet un développement limité & I'ordre 1 en 1, celui-ci est obtenu en
dérivant le développement ci-dessus.

f(x)y=1—2+o0(x—1)

On en déduit directement des équivalents de 1 — f et de f’ au voisinage de 1.

(z—1)

- o)~

et [f@)~(1-2)

On a f'(z) = (1 — z)e!™®, ce qui permet de donner le tableau de variation suivant pour f.

T 0 1
f'(x) + 0
1
f /
0

Donc f est strictement monotone de [0, 1] dans [0, 1], de plus f est continue, donc

‘f réalise une bijection de [0, 1] sur [0, 1]. ‘

Et f~! est continue.

1— -1
Il suffit de démontrer lim fi(y) =1
v=17 \/2(1 — y)
Soit y € [0,1[. On déduit de la question précédente qu’il existe un unique z € [0,1] tel que
y = f(z), ce qui permet d’écrire :
1-f(y) -

V2(—y) V20— f@)

La relation 1 = f _1(1) assure alors que lorsque y tends vers 17, le réel z tend également vers 17
Il suffit donc de montrer

. 11—z
lim ——————==1
w=17/2(1 = f(x))
. . (x —1)2 . . .
On utilise pour cela la relation 1 — f(z) ~ — obtenue & la question 3.1, qui donne
z—1—

1—
21— f(z)) ~ |xz—1|, et commez € [0,1], |[r—1| = 1—2z et on en déduit lim N
r—1- v=17/2(1 = f(x))

1, ce qui donne le résultat.

1—fy) s 2(1 —y)
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d) Puisque f réalise une bijection continue de [0, 1] dans lui-méme, il vient que f ~1 est continue sur

[0,1].

£~ est continue sur [0, 1].

Puisque f est dérivable sur [0, 1] et puisque sa dérivée ne s’annule pas sur cet intervalle, alors

comme f([0,1[) = [0,1], il vient que f’ est dérivable sur [0,1] de sorte que 'on ait la relation
(fY = = On en déduit ensuite que (f~')’ est continue sur [0, 1[, puisque f’ et f~' le
sont.
1
/ 1 —1\/ __
f" est de classe C* sur [0,1[ et (f77) = o1

e) Sife [0, g} , alors & = cos 6 € [0, 1], ce qui prouve que f~! (cos#) est bien défini. Et comme f*
est a valeurs dans [0,1], on en déduit que g(f) = f' (f~' (cos6)) est bien défini. D’autre part, g

.. . ™ ) . .
est trivialement continue sur [O, 5} , en tant que composée de fonctions continues.

0 — f (f"(cos(f))) est définie et continue sur [O, %] .

Posons u = cosf et v = f _l(u); il est clair que lorsque 6 tends vers 0", u et v tendent vers 1.
Or on a

9(0) = [ (fH(cos ) = [ (f ' (w)) = ['(v).
D’aprés la question 2.a on a f'(v) ~ 1 — v, donc d’aprés la question 2.c on peut écrire :
W) ~ 1= 7 ) ~ V2(1 — ).

62
Enfin on a v/2(1 —u) = /2(1 — cosf) et 1 — cosf ~ 5 donc ¢(0) ~ (92)1/2 . D’ou le résultat.

g(0) ~ 0

0—0+

f) On remarque déja que l'on a pour tout 6 dans [0, g} :
g0) =0 < f (f_l(cose)) =0 o fHcosh)=1 & cosf=1 < 6=0.

T
On en déduit alors que h est bien définie et continue sur }0, 5} , en tant que quotient d’une

fonction continue par une fonction continue ne s’annulant pas.

T
h est définie et continue sur }0, 5} .

0
Enfin, on déduit de la question précédente que h est équivalent & — = 1 lorsque € tends vers 07,

6

ce qui assure qu’elle est prolongeable par continuité au voisinage de 07, en associant la valeur 1
en 0 au prolongement.

h est prolongeable par continuité en 0.

3) Une autre expression du terme général de la suite u
a) Un premier changement de variable

s

Il suffit de poser t = — dans l'expression intégrale de u, obtenue en 2.2.2; on obtient alors
n

nn—l—l

1
Uy = / (tel_t)n dt, et par suite le résultat.
0

+1,— 1
Uy = n"e"/ (te_t)ndt
0

n!

n!
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10

b) Un second changement de variable plus délicat

i)

ii)

iii)

F' est I'unique primitive de f™ qui s’annule en 0. En tant que telle, elle est continue sur [0, 1].

\F est continue en 1. \

On commencer par remarquer que pour tout 6 € [O, g} ona
t=f"1(cosf) < 0= Arccos(f(t)),

s
ce qui prouve que 6 — f~ ' (cos#) définie une bijection sur Pintervalle [O, 5] . D’autre part,
T
cette fonction est de classe C! sur ]0, 5] , en tant que composée de fonctions C.
Soit € [0,1]. Les remarques ci-dessus prouvent que la fonction 6 — f -1 (cos 0) réalise une

bijection C! de [Arccos( f(x)), g} sur [0, z], ce qui assure que 'on peut opérer le changement

de variable t = 7! (cos ) dans l'intégrale F(z) = / (f(t))™ dt. On obtient alors :
0

us

x " Arccos(f(z)) B n d -
/0 (f() dt:/2 (fof Y(cost)) 7 (f*(cosh)) do

On remarque alors que 'on a

a
do

(f_l(cosﬁ)) = %(cos@) X (f_l)/ (cosf) = —sinf x f’of—ll(cose) = —h(6).

D’ou le résultat.

F(z) = /2 (cos(9))" h(0)do

Arccos(f(z))

On a prouvé que h se prolonge par continuité au voisinage de 0, ce qui prouve que l'intégrale

2
(cos(6))™ h(0)dO est convergente (en Poccurrence faussement impropre). On en déduit par

0
définition :

XILHS+ i (cos(@))"h(@)dﬁz/O (cos(9))™ h(#)d6.

Considérons alors la relation suivante, valable pour tout x € [0,1] :

Fa) = / : (cos(6))" h(8)d6.

Arccos(f(z))

Comme F' est continue en 1 et comme lim Arccos(f(x)) = 0, on obtient le résultat en faisant
=1~

tendre x vers 1~ dans la relation ci-dessus.

1 [
el )" dt = ’ cos(0))"
/0 (t ) dt /0 (cos(6))" h(0)do

On déduit alors directement le second résultat en utilisant la question 3.a.

n+l,_—n z
uy = / ” (cos(0))" h(6)do
n‘ 0
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4)

11

Enfin la formule de Stirling

1
En remplacant 'expression de u,, a 'aide de la question 3.b.ii¢ dans le résultat admis liIf Uy = 5 il
n——+0o0o

vient
1

/ * (cos(6))" h(6)d0 = uy, ~ 5
0

nn+16—n
n!
Soit .
21@"*16"/2 (cos(0))" h(0)dO ~ nl.
0

En utilisant les résultat admis il vient

™

™

/ * (cos(8))" h(6)d0 ~ h(0) -
0

n

Et comme on a prolongé h en lui associant la valeur 0 en 1 on en déduit

™

n+l_-—n
e
2n’

n! ~ 2n

ce qui donne le résultat.

n!l ~ 2mn <E>n

n—-+00 e

FIN DE L’EPREUVE



