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Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (Petites mines, 2009, épreuve commune, partiel)
A. Etude d’une fonction

1) La fonction f est définie sur R*, qui es symétrique par rapport a 0. De plus, pour tout z € R*,
fl-a)=—ash (= (~sh ()= 1)
—x)=—xsh | — | =—z(—sh | = |) = f(z
—x x
Ainsi f est paire.
1 1
2) a) En 0, sh X ~ X, ce qui entraine qu’au voisinage de +o00 et —oo, sh () ~ —, et donc f(z) ~ 1.
x x
Ainsi lim f = lim f = 1.
+oo —00
1eX 1eX

1
b) Au voisinage de +oo0, bd sh(X) ~ X7 d’on wl_i)r(1)1+ f(z) = XEIEOO X5 = +o00.

La fonction f est paire, donc lim f(x) = +oc.
z—0~

3) La fonction f est dérivable sur R* car composée de fonctions dérivables. Pour tout z € R*,

- (2) (s () () 3

4) Soit ¢ : Ry — R, définie par p(z) = th(z) — z. La fonction ¢ est > sur Ry car composée de
fonctions €, et ¢'(z) = 1 —th?(z) — 1 = —th?(z) < 0 pour tout 2 € Ry. Ainsi ¢ est strictement
décroissante et p(x) < p(0) = 0 sur R}, c’est-a-dire pour tout X € R, th(X) < X.

1 1
5) Pour tout x € R%, th <> — — < 0 d’aprés le résultat de la question précédente, et ch (z) > 0. Donc
x x

f" < 0 sur RY. Le tableau sur R_ s’obtient par symétrie.

T | =00 0 +00
f'(z) + -
+o00 | +00
1 1
X X°
6) Le développement limité a 'ordre 5 en 0 de la fonction sh est sh(X) = X + 30 + = + 0(X?). Ainsi
sh X X2 x4 4

7) Au voisinage de +00 et de —oo, f admet donc un développement de la forme

(12  (1/a)? . 11 1
fla) =1+ =+ == +o((1/2)) =1+ g5 + o o
Doncalzagzo,aO:17a2:§eta4:5.
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h X
8) D’aprés la question 6, f(1/X) = >

a l'ordre 1 en 0. Donc cette fonction est prolongeable par continuité en 0, et son prolongement F' est
dérivable en 0.
De plus, F est €°° sur R* comme composée de fonction €. En conclusion, F est dérivable sur R.

B. Etude d’une suite

=14 o0(X). Ainsi x — f(1/z) admet un développement limité

1
+ > 1.

n
1) Soit n € N*. Remarquons que

La fonction f est continue strictement décroissante sur R, elle réalise donc une bijection de R} sur

1 n+1
+ a un unique antécédent par f, c’est-a-dire que 'équation f(x) = +

n
son image |1, +-o00[. Ainsi
admet une unique solution dans R .

2) Soit n € N*. La fonction f est strictement décroissante sur R, donc

n-+ 2 1 1 n+1
=14+ —<1+ -
n+1 + n+1 +

La suite (uy) est donc croissante.

= f(un+1) < f(un) = uns1 > uy

1
3) Notons g :|1,+oo[— R la fonction réciproque de f sur R%. Alors u, = g (1 + > et li{ng = +00.
n

Donc lim wu, = +oo.
n—-+00

4) La suite (uy) tend vers +o0o donc on peut composer les développements asymptotiques : en tronquant
a lordre 2 le développement de la question A.7.,

1 1 1
1+n—f(un)—1+3!u%+0<u2)

n

1 1 1 1 11
Dot —=-—+o0 — ].c ‘est-a-dire — ~ ——. En conclusion
n 6 Uz n  6u;

~ ——

V6

Exercice 2 (E3A 2007, PC, partiel, et EMLyon 2009)
A. Etude de la fonction f

1) Etude de f en 0.

2 3
a)e—l—a:—l—x——&—%—l—o( %) donc
x 1 r  x? T\2 r  x?
: e
x r oz’ 9
b) e Pour tout z # 0, f(z) — f(0) = — 1—1:—§+ﬁ+0(x):0(1).
e_
Donc f est continue en 0.
2
L N s
e Pour tout = # 0, f(x) f(o)_el“—lll_ 2+12+ o(z%) = 2x+o(w).
Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = —5

1
e On ne peut rien déduire de plus : la fonction z — 23 sin (2) admet un DL a l'ordre 2 en 0
x

mais n'est pas €.
c) La fonction f est de classe €' sur R* car composée de fonction de classe €' sur R*. Pour tout

x #0,

e —1—ze® 1+z+%4o@d)—1-z—22 —ia 1

fo) = e = E— e AL

Donc f’ est continue en 0, et f est €' sur R.
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B 1
d) Equation de la tangente T" a (C') au point d’abscisse 0 : y =1 — —x.

2
1 1
D’aprés la question A.1)a), f(z) =1— 2% + EZL‘2 + o(z?).
1
Puisque — 22 > 0 pour tout = dans un voisinage de 0, la courbe est au-dessus de la tangente.

12
2) Variations de f.

a) Pour tout x € R, ¢'(z) = €” + ze” — €® = we”. Donc ¢’ est du signe de z et il vient

x —00 0 +00

g'(z) - 0 +
1 +00

0
signe
de g() + 0 +
b) D’aprés le calcul de la question A.1)c), f'(z) = —(g‘?(x)l)? Donc f est du signe de —g sur R*.
T —

De plus, d’aprés A.1)b), f/(0) < 0. En conclusion, f < 0 sur R et f strictement décroissante.

c) Au voisinage de 400 : f(z) ~ % — 0 et f >0 donc (C) admet une asymptote d’équation y =0
e
et est au-dessus de celle-ci.

Au voisinage de —o0 : u = €* — 0 lorsque x — —oo donc

1—e®

f@) = -2 ( ! > 2 — 2" + o{we®)

Ainsi lim f = +o0, de plus (C') admet une asymptote d’équation y = —x et est au-dessus de
—0o0

celle-ci (car —ze” > 0).

O f()

3) Expression hyperbolique de f.

. T 1 o e z 2e /2 e®/?
a) Ve eRY, 5 (th @2 1> =3 <ex/2 e Y=o\ areen ) X an = 1@

b) i. On fait apparaitre I’expression de f trouvée ci-dessus. Pour tout z € R,

2 =3 () =2 (e 1) #3 (15) =5 1=

ii. La fonction f; est le produit de deux fonctions impaires, c¢’est donc une fonction paire.
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1
iii. Soit s la symétrie par rapport a (Oy) parallélement a la droite d’équation y = —533. Cette

symétrie a pour équation s : (z,y) — (—x,z + y). De plus pour tout z € R,

f(~2) = —5(a) + 14 fi(~2) = o+ 14+ file) =2 — o+ 14 file) = 2+ f(a)

Donc s(z, f(z)) = (—z,z + f(z)) = (==, f(—x)), et la courbe (C) est laissée stable par la
symétrie s.

B. Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f.

1) Cherchons les o € R tels que f(a) = a.

f(0) =1+ 0donc a#0,et f(a) = eaa—l'

fla) =a <= =l<=e*=2<= a=1In(2)

e —1
La fonction f admet don un unique point fixe, & = In(2).
2) a) Pour tout € [0, 400, posons p(z) = €** — 2ze® — 1.
La fonction ¢ est € et ¢/ (x) = 2e** —2¢” —2z¢® = 2(e” —1—x)e®. En dérivant x +— e*—1—x on
montre que cette fonction est strictement croissante sur Ry et donc que €* —1—x > —1-0=0
pour tout z € R

Ainsi ¢’ > 0 et ¢ est croissante, donc p(z) > ¢(0) = 0 pour tout z € Ry :
Ve €[0,+oo]  €** —2z¢® —1>0

(on peut aussi astucieusement factoriser par e”, et I'expression s’étudie beaucoup plus rapidement)
b) Soit = €]0,4o00[, d’aprés la question précédente
1 e —2ze” -1

f@)+3= e —12 =

1
c) f(0)= D) € [~1/2,0[. D’apres A.2)a), f' <0, et d’aprés la question précédente, f > —1/2 sur
R . En conclusion

1
Vz € [0, +00] -5 < f'(z) <0
d) Soit n € N. La fonction f est continue et dérivable entre w,, et a, donc I'inégalité des accroissements

finis s’écrit

|f (un) = ()] < (sup [f(2)])un — o

xel

1
Ou [ est I'intervalle de bornes u,, et . Puisque sup |f'(z)| < sup |f'(z)| = = d’aprés c),
zel rzeR 2

1
VnEN  unsr — ol = f(un) ~ £(0)] < glun —al
3) Montrons que la propriété :
1
H(n):  |u, —al < 2—n|1 —al

est vraie pour tout n > 0.
e Hy est vraie par hypothese.
e H,, = Hp+1 : Supposons H(n) vraie. Donc, d’aprés la question précédente, il vient

1

1
|Un+1 — Oé| < §|un — OZ’ < ﬁ” —Oé|

Et H(n + 1) est vraie.
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1
e Conclusion : Vn > 0 lun, — ] < 27]1 —al
4) ngl—ir-loo o = 0 donc ngr—ﬁl—loo |up, — @] =0 et la suite (u,) converge vers o = In 2.

Exercice 3 (Agro 2009, concours A, probléme II, corrigé UPS)
La quantité S, (f) est la n-éme somme de Riemann de la fonction f sur [0;1]. La fonction f étant continue
sur ce segment, un théoréme du cours dit que

La suite (S,(f)) converge vers /1 f(t) dt.
0

1) Application

a) Pour tout n > 1, on a

u”:Zk:l::LkZ_O(l:S”(h) o Vael0:1], hz) = ——,

donc, d’aprés le résultat sur les sommes de Riemann rappelé a la question 0, on peut affirmer que
(uy) converge et

limu —/1h(a:) d:c—/ldx—[ln\l—i—:cﬂl—an—O
" 0 N 0 1+17_ 0o '

En conclusion,

‘ (up) converge vers In 2. ‘

b) Pour tout n > 1, on a

1 2n—1 1 1 n—1 1
vn gt = Z: 2k + 1 +2;)k+n
_ nil 1 +T§ 1 en posant k =k +n
B L2k + 1420 £=2k 4 2n dans la premiére somme
2n—1 2n—1 2n—1
1 1 1
D M S D DT
= p+2n = p+2n = p+2n
p impair p pair
donc
1
Vn € N*, vn+§un:u2n.
. . L . 1
c) La relation de la question précédente nous dit que, pour tout n > 1, v, = ug, — §un.

Or la suite (ug,) étant extraite de (uy,), elle converge vers la méme limite que (u,), ¢’est-a-dire
In 2. Donc (vy,) converge (comme combinaison linéaire de suites convergentes) et l'on a

1 1
limv, =In2—-In2=—-1In2.
2 2

En conclusion,

1
(vp,) converge bien vers B In 2.

2) Développement asymptotique d’une somme de Riemann

a) La fonction f étant C°°, sa dérivée troisiéme f (3) est a fortiori continue sur le segment [0; 1]. Elle
est donc bornée et atteint ses bornes. Par conséquent,

IMeR, Vrze[n1], |fP) <M.
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b) i. Comme nous le suggére I’énoncé, appliquons la formule de Taylor-Lagrange a la fonction f
sur l'intervalle [k/n;t] ot elle est de classe C3, ce qui donne 'existence de ¢ € |k/n;t[ tel que

=15 (=) 3@ e ra
Par suite, on a
015 (= () - 2= )] = -y

< B

puisque |f"(c)| < M d’aprés le résultat de la question précédente appliqué en ¢ (qui appartient
bien & |0; 1] car |k/n;t[ C ]0;1[). En conclusion,

-1 () - (=G =50 =5) Gl < 5 (-5

ii. On voit immédiatement que

o kN4 k 1 kyatl
La primitive sur R de ¢ — (t — —) qui s’annule en — est t — —— (t — —) .
n n

qg+1 n
iii. On a
(k+1)/n
L o) - (=07 () =503 ()]
(k+1)/n (k+1)/n (k+1)/n
_ /k/n () dt — f(ﬁ) /k/n 1dt — (S) /k/n (t- ﬁ) dt
(k+1)/
L )
sy (-
G
(k+1)/n
T o e
donc
(k+1)/n
L, a0 - 5ar () - 5wt ()
(k+1)/n
=L lro-a() - (=) () -5 ) ()]
(k+1)/n
< [ o) - (-DrC) -5 Gl
< /ki/’:-l)/n E(t - %)5 dt d’aprés o]
Or
[ e R =
donc = 1 ” y
/k/n F(t) dt = ﬁf<n) B Wf (n) B @f < ) = 24nt’
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O 1 ! 1 "
c) Ona f ) dt = Su(f) = 5-Sn(f") = 5 Sn(F")
(k+1)/n 1 192,k 1 S,k
- kZO/k/ t‘n;)f(n)‘wkzof<n)‘6mkzof(n)
n-1 (k+1)/n 1 /k
= - — — "
B k:0</k/" f(t) dt nf(n> 2n2f< ) 6n3f ( ))‘
n—1 (k+1)/n 1k
< __f(Z "
h kzo /k/n F(t) dt nf(n> 2n2f (n) 6n3f ( )
n—1
M
< ’ S .
< P d’aprés b)
k=0
Or
’"‘z‘:l M M M
24n4 24nt — 24n3’
k=0
donc
! ]‘ " M
— — — < —
d) Le résultat de la question précédente nous dit que, pour tout n € N*, on a
1 1 ! M M
_ 2 L / L no_ < n2 _ 7
ool =[S, + 5 Sul) + graSutr”) = [ 10) @ <yl = S

lim M/(24n) = 0, par encadrement, il vient

n—-+00

Comme

‘ (en) converge vers 0. ‘

On en déduit immédiatement que, pour tout n € N*,

= [ 50 @ ) - s+ 5
0 2n 6n2 n?
et donc
= [ 50 @ ()~ s o),
0 2n 6n? n?
Si 'on applique le résultat de la question précédente a la fonction f’ (ce qui est licite puisque f’

est de classe C*° donc C?), on obtient
-/ P d - s - s 4o L)
0 on " 6n2"" n?
Or la suite (Sn( f”/)) est bornée puisqu’elle converge d’aprés le résultat rappelé a la question 0,

donc ] 1
my (L
G5 =o(3)

= /01 f(t) dt — %Sn(f”) +0<%)-

. " . . . N . . TN
La fonction f” étant continue, le théoréme sur les sommes de Riemann (celui que 'on a utilisé a

la question 0) dit que
1
) 1 1 t dt
50" = | 110

ce qui donne
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ce que 'on peut écrire

1
Su(f") = /0 £ dt + (1),

f) En combinant les trois derniers résultats encadrés, on obtient

Su(f) = /Olf(t) dt — 21n</01 f(t) dt — %Sn(f”) +o<i)> _ 6%5”@”) +0<%
= / Cp ar - i / P ar 55 (f") +o(%)

_ /f t—/f dt+ 755 2</ 1(®) )>+0<;>
- /Of(t) dt—%/o 1) dt+12n2/0 F01+0(53)

:/01 £(t) dt—21n/01 (1) dt + 121”2 /Olf"(t) dt“(%)‘

3) a) Nous avons déja signalé que

donc

1
1+zx

En appliquant le résultat de la question précédente & la fonction h, on obtient

- /01 h(t) dt_;n/olh’(t) dt + 121712 /lh”( t) dt+0<7112>
1
L ol W]+ o)

[1 ]1+t|]1 1[ 1 }1+ 1 { 1 ]1+ (1)
= n _— J— ol —
2n L1 +tlo  12n? (14+¢t)2]o n?

— m2+ +1+(1)
=T T Ten2 n2)’

U = Sp(h) ou  Vxe|0;1], h(z)=

donc

11 1
n =2 e O (ﬁ)

b) On en déduit immédiatement que

wee Lo (L)
n9 = — 4 2,
4n  16n2 0n2

donc

1
—In2~ —-
. 4n

c) Pour tout n > 1, les résultats des questions 1.c) et 3.b) donnent

1 1 1 1 1 1 1
Un = ugp = gun =24 g+ s o o(-3) - <ln2+%+16 s +0(-3))
1 1
= 51112— +0( )

64n2 n2
donc
vn—lln2:— 1 +0(i>7
2 64n? 2
ce qui donne
1 1
vn—§ln2~—m

)



