Lycée La Prat’s Vendredi 9 septembre 2016
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (PT 2014 C)

Partie 1
1) a) La fonction R, est dérivable car composée de fonctions dérivables.

. ot u otk t
’ o _ _
vt e R Rn(t)—e—kz_% o X_j e—;ﬁ_Rn(z&)er
tn
Ainsi, | R,, est une solution sur R de I'équation différentielle y' (t) — y (t) = '
n!

b) La solution générale sur R de (&) est ‘t — el avec \ € ]R‘

c) Méthode de variation de la constante. Soit y(t) = A(t)e’ une solution de (€).

y solution de () <= N(t)e' + A(t)e! — A(t)e! = %
— N(@)= t—e‘t
— At / —e_“ du

Donc les solutions de (€) sur R sont de la forme

n

Lt e [fut
y(t) = Xe" +e e “du
o n!

d) R, est la solution de (£) pour la condition initiale y(0) = R,(0) =1—-1=0.
Par unicité de la solution d’une équation différentielle d’ordre 1 avec une condition initiale, R, = y
avec y(0) = 0 = A + 0. En conclusion,

n

t
Vt e R Rn(t):et/ L oemvdy
o n!

e) Soit t € R;. Comme, pour tout u € [0,¢], 0 < u < ¢, tout est positif et il vient
|R,(t)| = et/ —e_“ du

De plus, pour tout u € [0,¢], e”* < 1, donc

tun tn+1€t
R,(t)] <€ du =
Bu(Ol < |0 du= 5
En conclusion,
tn+16t
Vi eR R,(1)] <
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f) Soit t €e R_ : t = —|t|. D’apres d), R,(t) =e H/ e “ du.
1t (—p)"
En effectuant le changement de variable v = —u, il vient R,,(t) = e~/ / 7“')6”(—1) dv.
n!
tn-‘rlet
Donc en prenant la valeur absolue, |R,(t)| = e 2R, (|t]). Or d’apres e), R,(|t]) < CEIk
n !
Ainsi,
|t|n+1e—\t|
n(l)] S ———
[ (0) (n+1)!

2)

a)

b)

d)

|t|"+1

Soit t € R. Par croissance comparée, » 0. D’apres ci-dessus et e), selon le signe de

(n+1)! no+oo
t, le majorant de | R, (t)| tend vers 0 lorsque n — +oo.

Finalement, par encadrement, liril R, (t) = 0. Ce qui s’écrit aussi
n—-+0oo

WEeR =) o
k=0 """

Vn € N*, Upy1 — up

Vn € N*,

= m > 0, donc ‘ (up,) est strictement croissante‘
n !

R S 1 1 _ntDt+n—(m+1)? ! <0
TR A D) A )i+ D) nln T D+ e (m+ D+ e

donc ’ (vp) est strictement décroissante‘

D’apres a), (uy,) est croissante, (v,) décroissante, et de plus

Uy — Uy = — — 0
nln n—4oo

donc ’ Les suites (uy) et (v,) sont adjacentes‘

Par conséquent d’apres le théoreme des suites adjacentes,

‘ (up) et (v,) convergent vers la méme limite ¢

L' — ¢, Ainsi,

De plus, d’apres la question 1)f) pour t = 1, (u,) converge vers e
l=e

Comme (uy,) est strictement croissante, pour tout n € N*, u,, < e.

De méme, (vy,) strictement décroissante, donc pour tout n € N*, e < v,. En conclusion,

Vg e N*, uy <e<uy

. g
Pourtoutke[[()qﬂ GN donc Ny = qlug = Z%EN.
— k!

1
En multipliant 'encadrement du c¢) par ¢! et en remplacant e par P, Ny <(g—1)lp < Ny+ -
q q

Or dans les entiers, a < b entraine a + 1 < b, ainsi 'encadrement s’écrit

Ny+1<(¢g—1)lp< Ny + <Ng+1

{Q{QM—‘

Ce qui est absurde : par conséquent, ‘e est irrationnel
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e) On reconnait le théoréme de Cesaro.
i) D’apres 2)b), grf uy = e donc par définition de la limite il existe un rang ng tel que pour
n o

tout entier n > ng :

‘un—e|<£
2

ii) Soit ngp € N* qui convient et n > nyg.

no—1
> w—el,
k=1

. € ..
Or, par construction de ng, pour tout k > ng, |up — e| < =. Ainsi, avec K =

\V)

no—1
Zuk—e—l— Z]uk—e\
kno

1
n
§+<n—:blo+1)§

<

K
Or K constant par rapport a n, donc lim — = 0, et, de méme qu’en i), il existe un rang

n—+oo n
K ¢ . n—mnp+1 o
ny = ng tel que—gi.Smt un tel rang nl.CommeToél, il vient
€ €
Vn > ny |wn—e|<§+§:5

Conclusion : Il existe un rang, ni tel que pour tout entier n > nq :
lw, —e| < e
iii) Nous venons de montrer que

Ve>03dn, e N/Vn>n; |w, —e| <e

C’est a dire ‘ (wy,) converge vers e ‘

3) SoitneN, n>1

en = (1 — l)771 — g Mo (1—%) = 6—"(—%4-0(%)) — lto(1)
n

Ainsi, comme 1 + o(1) a pour limite 1 lorsque n — +o00, et que 'exponentielle est continue en 1,

‘ (en) converge vers e‘

Partie 2
1) Continuité, dérivabilité :
La fonction g est continue et dérivable sur ]0, 1] comme composée de fonctions € sur |0, 1].
En 0, par croissance comparée, 1_1)161+ g(z) = lim xlnx =0 = g(0), donc g est continue en 0.
x

z—07+
o@—gl0)
€T — z—0t

De plus

En conclusion, ‘La fonction g est continue sur [0, 1], dérivable sur ]0, 1] mais pas en 0.

De plus, la courbe 4, admet une tangente verticale en 0.
Variations : Pour tout z €]0,1], ¢'(z) = (Inz) + 1.
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T 0 e ! 1
g (z) - 0 + 1
0 0
; \ /
el

Pour vérifier vos calculs, par exemple le signe de la dérivée : tester quelques valeurs, par exemple ici v = 1 (qui
sert pour tracer la courbe, en plus).

9(x)
|
0\\\\\\\\\‘//////////é////q x
2) D’apres le tableau de variation précédent, inf g(z) = —e ' et sup g(z) = 0.
1‘6[0,1] ZL‘E[O,l]
Donc | M = sup |g(x)| existe et M = max( inf g(x)|,| sup g(x)‘) =e !
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

St on ne nous demandais pas la valeur du mazximum, nous aurions pu nous contenter d’appliquer le théoréme
« |g| continue sur le segment [0,1] donc est bornée et atteint ses bornes ».
3) Comme g est décroissante sur [0,e7 '], —g est croissante sur cet intervalle.
Montrons que, sur |0,e" 1], 2 < —g(z) :
Soit h(z) = x+g(z), h est dérivable sur |0, 1] d’apreés 1) et h'(z) = 1+ ¢'(z) = 2+Inz. D’ott le tableau

T 0 -2 -1
e limh =0 ¢ °
0 /
h'(x — 0 + 1
e hieH) =0 (@)
0 0
h

Donc Va €]0,e™ ], h(x) < 0, c’est-a-dire = < —g(z).
Montrons par récurrence que la propriété :

Hp: to<tp <tppp <e !

est vraie pour tout n > 0.
o Mo : D’aprés ci-dessus, z < —g(x) sur 0, e~ '] donc en particulier pour to. Ainsi tg < —g(to) = t1.
De plus, d’aprés le tableau de variation de g, Vz € [0,1], —g(x) < e . Donc t; < e L.
Finalement : tg <tog <t1 < e_l, et Ho est vraie.

o H, = Hn+1 : Supposons H, vraie : tog < t, < tpp1 < et
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—  —g(to) < —g(tn) < —g(tny1) < —g(e™!) (en appliquant —g, croissante sur ]0,e ')
— t1 <tng1 <tppo <e !
— to <t <tnp1 Stogp <€ (Ho)

Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn >0 to <tp <tpp1 < e !

1
4) La fonction ¢’ est dérivable sur I = [tg,e '] C R%, et g”(x) = —. Cette fonction vérifie 'encadrement

1
Vu eI 0<g"(u)§t—
0

Soit = € [tg, e '] fixé. En intégrant cet encadrement entre z et ¢! (z < e '), il vient

-1

e 1
0< [ g'@du=g(e) - g@ < (=)

x 0

Or ¢'(e7!) = 0 donc
/ 1 —1
0<—ga)< e )
to

Puis en intégrant de nouveau entre z et e *

—1 —1

0< —gle™!) +g(x) = / —g'(t)dt < / —(et—t)dt = — [2

e

z x tO to

Donc, en prenant des valeurs absolues :

5) Soit n € N*. D’aprés 3), t,, € I = [to,e”!]. Donc, d’aprés 4), avec & = t,,

~ ~ to— o112
i1 —e 1‘ = |g(tn) — g(e 1)‘ < tn 9 |
to

Montrons par récurrence que la propriété :

2n
—1
_ e —1o
H,ooo |, —e 1 <2t | ——=
n |n € |\ 0( %o )

est vraie pour tout n > 0.
o Hy est immédiate.
o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie. D’apres ci-dessus,
- (tn — 6_1)2
t —e g — 2
‘ n+1 ’ X 2t0

Donc en appliquant 'hypothése de récurrence :

2m\ 2 22
1 1 o to . (2t0)2 el — to * o el — to
lthe1 —e | < =— |2t | ——— = =2y | ——
2tg 2t 2tg 2t9 2to

Donc Hy,41 est vraie.
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1 2n
—t
e Conclusion : |Vn > 1 \tn—e1<2t0<e2t°>
0

6_1 1 1 2 1 1 6_1 - tO >
6) Comme tyg e |—,e |, [to—e | < §€_ <e " <1.Donc lim |——— = 0.

3 n——+o0o

D’apres 5), par encadrement, lim |t, — e !| existe et égal 0.
n—-+o00

En conclusion | La suite (t,), converge vers e~ !

7) a) Pour tout z €]0, 1], posons
f(l’) — % = 67:1:111:1: _ efg(a:)

La fonction f est continue sur ]0, 1], prolongeable en 0 par f(0) = hr% flxy=1= e 90 car g
z—

est continue en 0 d’apres 1). Ainsi,

‘I est une intégrale convergente‘

b) Soit n € N*. Par définition de R, dans la partie 1,
Vt € R, =Y —+R,()
En évaluant en t = —g(x), il vient
Ve e[0,1]  f(z)=e 9@ = Xn: (=g@)* + Ry(—g(7))

Puis en intégrant entre 0 et 1, par linéarité de I'intégrale,

I_Z/ D't dx+/R g(z)) de

Ainsi, en posant | R, (z) = R,(—zInz) | pour z €]0, 1],

) b [
I:Z y /Oa; In a:dx—i—/o R, (x)dx

k=0

c) Pour tout = €]0,1], —g(z) > 0 d’apres 2). Donc on peut évaluer I'inégalité trouvée en 1)1)e) pour
t=—g(x)>0:

(—gla)) e
(n+1)!

Vz €]0,1]  |Ru(2)] = |Rn(—g(2))| <

Or 0 < —g(x) < e !. Ainsi, par croissance de exp et ¢t — t"™! sur Ry, comme 1/(n +1)! < 1, il

vient )
e—(n—i—l)ee’ el/e

<
(n+ 1)l entl

Vo €]0,1]  |Ra(z)] <

Et finalement, en intégrant entre 0 et 1,

1 elle
/ Ro(x) da| <
0

= entl

d) i) Soit gpq(x) = 2P In?z pour = €]0, 1]. La fonction g, , est continue sur ]0, 1] comme composée
de fonctions continues. Par croissance comparée, comme p > 0, il_r% gp.g(x) = 0. Donc gy, 4 est

prolongeable par continuité en x = 0 par g, 4(0) = 0.

Conclusion : ‘Ip,q est une intégrale convergente‘
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ii) Soit (p,q) € (N*)? fixés. Soit X €]0, 1]. Procédons & une intégration par partie sur [X,1] :

1 p+1 1 .ptl
/ 2P In?x dz = v In?x —/ T ghrqulalcdgn
X p+1 xp+lx

1

b's
Or ¢ > 0 donc In(1) =0 et

1 X 1
/ zPInlx dz = 9p+1.9(X) 4 / 2P In? !z dx
X

X p+1 a p+1
En passant a la limite pour X — 0, il vient I, ; = —%Ip,q_l. Conclusion :
p
V(p,q) € (N2 I, =——L 7
b, q P T p—1

iii) Une question simple : on vous donne une formule de récurrence, il faut déterminer la formule en
fonction de p et q. Vous testez pour les premier termes, vous conjecturez (toujours aw brouillon) puis
vous montrez par récurrence. C’est toujours sur le méme modéle, et il n'est pas du tout nécessaire
d’avoir fait ou compris les questions précédentes.

Soit p € N* fixé. Montrons par récurrence que la propriété :

(—1)%¢!

He: Ipg= 7(1) Ty
est vraie pour tout g > 0.
1 el (—1)%0!
o Hy: 1 :/xpd:c: = = —. Donc Hy est vraie.
710 - Ip,0 0 p—|—10 p+1  (p+1)0+! 0

o Hy = Hg41 : Supposons H, vraie. D’apres ii),

;oo a1l gtl (D% ()T + D)
p,q+1 P + 1 p,q P + 1 (p + 1)q+1 (p + 1)q+2
Donc Hg41 est vraie.
(=1)%¢!

e Conclusion : | Vg > 0

e yatt

1
e) D’apres 7)b), avec Iy = /0 ldz =1,

no 1\k _
I:Z( 1!) Ik,k+/01Rn(:c)dx

k=0 k
Or dapres 7)d)iii) I _ DR tout k> 0. Ainsi
r d’apres iii) Iy, = o 1 pour tou . Alinsi,
= — n(z) doe = —_— o () dz
2 W+ DR Ty > Gt
Or d’apres 7)c),
1 el/e
< —
/0 Rn($) dx NS ot mo
1 n 1
Donc par majoration, ngrfoo /0 R, (x)dx =0. Ainsi [ = ngr}rloo kzz;) (g 1R c’est-a-dire
oy
n=1 n"
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Partie 3
1) Dans les conditions posées par 1’énoncé :

b_anz_:l <a+k(b—a) /
n k:(]gp n n—+o00 SD

Les bornes du E peuvent étre décalées d’un nombre de termes constant par rapport a n sans changer le résultat,

on peut par exemple sommer de 1 an ou de 0 a n au liew de) an—1 ...
2) En prenant a =0, b=1et ¢ : t — In(1 +¢), le résultat de la question précédente donne :

lim Zln(l—l—) /1n1+t)dt (14 ) In(1+t) — (1+18)); =2In(2) — 1

n—+oo n

D’ou :

n_l}l_ir_nooﬁ Z In ( ) =2In(2) -1

1/n
") . Et calculons :
H dnk
k=1
2n
1%
k=1
1 n 2n
= — <Zln(4nk) — Zln(k))
" \i=1 k=1 ,
> In(k) =) ln(k)>
k=1

k=1

e
=

In(k + n))

3) Notons z, = <

In

SN

In(z,) =

= 2In(2) +In(n) +

= 2In(2) +In(n) —

S 3=

SRS

= 2In(2) 4 In(n) —
k=1

= 2In(2) — 1 (Z(ln(k +n) — 111(”)))

" \k=1
= 2In(2 —(Zlnl—i— )

D’apres la question précédente (In(x,)) tend vers 1 et donc, comme la fonction exponentielle est
continue, (x,) tend vers e. Conclusion :

4" 0
lim (———— =e
n——+00 (Qn)!

FIN DE L’EPREUVE




