Lycée La Prat’s Vendredi 4 septembre 2015
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (PT 2007, A)
1) e T, =2XT, -Tp=2X>-1

o T3 =2XT, — Ty =4X3 - 3X
o Ty =2XT5 — Ty, =2X(4X%-3X)-2X2+1=8X"-8X2+1

2) Récurrence double : montrons que
H,, : degT,, = n et son coefficient dominant est aw =1

est vraie pour tout n > 1.
e H; est vraie puisque 77 = X de degré 1 et de coefficient dominant 1 = 20,
e 15 est vraie puisque Th = 2.X 2 _ 1 de degré 2 et de coefficient dominant 2 = 2.
o Hy_ 1H, = Hpy1 : Supposons H,, et H,_1 vraies. Alors

Tn+1 =2XT, —Th

Or deg(XT,,) =n+1 et deg(T,,—1) =n — 1 d’apres H, et Hp—1.

Ainsi deg(T},+1) = n + 1, et le coefficient dominant vient de 2X7,, uniquement. Il vaut le double

de celui de T,,, donc ayfjlu = QaL?] = 2", Par conséquent, H, 41 est vraie.

e Conclusion : |Vn > 1, degT,, = n et son coefficient dominant est ag‘] =on—1

On a besoin des rangs n et n — 1, donc il faut initialiser avec Hqo et Hi. On peut aussi mettre les rangs n et
n —1 dans H,, en commencant donc a n = 2.

3) Le produit de deux polynémes impairs est pair, et le produit d’un polynéme pair et d’un polynéme
impair est impair.

Montrons que la propriété :
Hy:  To, est pair et To, 1 est impair

est vraie pour tout n > 0.
e Hp : est vraie car Ty = 1 est paire et 77 = X est impair.

e H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.
Le polynéme 2XT5,1 est pair comme produit de deux polynémes impairs, et 15, est pair. Donc
T, 42 est pair comme somme de polyndmes pairs.
Le polynéme 2XT5, o est impair comme produit d’un polynéme impair et d’'un polynéme pair,
et Thy 41 est impair. Donc 15,43 est impair comme somme de polynémes impairs.

Ainsi Hyp41 est vraie.

e Conclusion : |Vn > 0 T, a la parité de n.
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4) % T,(1) : La suite (7,,(1)) vérifie la relation de récurrence T,,11(1) = 27},(1) — T,,—1(1) avec pour

premier termes Tp(1) = 77(1) = 1. On peut donc résoudre a I'aide des suites récurrentes linéaires
d’ordre 2.

Sinon, la récurrence (double) est rapide :

Hn: Tp(l)=1
o Hy et Hy sont vraies par hypothese.

o Hp_1,Hp = Hpt1 : Supposons H,,—1 et H,, vraies. Alors T),;1(1) =2 x 1 —1 =1, donc
Hpy1 est vraie.

e Conclusion : ‘Vn 20 T,(1) = 1‘

% Tu(—1) : Par parité, To (1) = Tan(1) = et Topp1(—1) = =Thy(1) = —1. Done| Ty, (~1) = (—1)".|

* T,,(0) : Par parité, | To,+1(0) = 0.
Soit u, = To,(0). Alors ug = Tp(0) =1 et

Unt1 = Tont2(0) =2 X 0 X Top41(0) — T5,(0) = —uy,

Ainsi (uy) est une suite récurrente de raison —1 :

Conclusion : ‘Vn >0 T5,(0) = (—1)"‘

5) On note () la propriété suivante pour une suite (P,) de polynémes
VneN VOeR P, (cos ) = cos(nb)
* Unicité : Soit (Py,) et (Qr) deux suites de polyndmes vérifiant (). Soit n € N, il vient
V8 e R P,(cosf) = cos(nf) = Qu(cosh) = Vr € [-1,1] P,(r) — Qun(z) =0

Ainsi P, — ), a une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul : P, — @Q,, = 0. D’ou 'unicité.

* (T),) vérifie la propriété. Montrons que la propriété :

Hy V0 € R Ty(cosf) = cos(kb)

est vraie pour tout n > 0.
e g est vraie car cos(0) = 1.

e Hq est vraie car 17 = X.

© Hy,_1,Hy, => Hp41 : Supposons H,_1 et H,, vraie. 2cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b)
donc pour tout 6 € R,

Ty1(cos @) = 2cos(6) cos(nb) — cos((n — 1)0) = cos((n + 1)0)

e Conclusion : Vn > 0 V8 e R T,(cosf) = cos(nb)

En conclusion, ‘Tn est le seul polyndme qui vérifie () ‘ :

V8 € R T, (cos 0) = cos(nh)

6) Dans cette question uniquement, on suppose n # 0.

a) Il suffit de résoudre I’équation cos(nf) =0 :

T, =0+ =0<=nl=—-[n<=0=— |~
n(cosf) =0 cos(nf) =0 no 2[] 6 5 [n}

k
Donc pour |6 = U avec k € Z.
2n n
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T km
b) Pour tout k € Z, d’apres la question précédente, T), (COS (2 + )) = 0, c’est-a-dire x}, =
n n

km
cos ( + ) est racine de T,,.
2n n

k
De plus, 2— += €]0, 7] pour tout k € {0,...,n—1}, et le cosinus est bijectif de [0, 7] sur [—1, 1].
n n
Ainsi, les réels (zo,...,x,—1) sont tous distincts et dans [—1,1].
Or le polynéme T,, est de degré n, il a donc au plus n racines. Ainsi

T,(X)=2""1 ;f[o (X — cos (27; + k::))

7) Sin=0,T,=1;etsin=1,T] =1. Supposons désormais n > 2.
La relation de la question 5) est vraie pour tout 6§ € R, et les fonctions sont dérivables : dérivons-la.

—sin 07T} (cos §) = —n sin(nd)

Or sin(nf) = 0 si et seulement si § = kem pour k € Z. De méme qu’en 6)b), les xj, = cos <k:77> sont
n n
n — 1 réels tous distincts de [—1, 1] lorsque k € {1,...,n — 1}.
km
De plus, sin ( > #0sike{l,. — 1}, donc

— sin <kn ) T, (cos (T)) = —nsin(kr) = 0= T (2},) =0

Ainsi, (2, ...,2),_,) sont des racines de T),. Or deg T}, = (degT;,) —1 = n — 1, donc ce sont les seules.

Exercice 2 (Centrale-Supélec T.SI 2012)
1) a) Soit (ag,...,a,) € R" tels que Z arPp = 0. En évaluant en X = —k, pour k € [0,n] (autant
k=0
que possible les racines des Py) 1’égalité précédente, on obtient

a = 0
ayg — ai =

—qy=a1=--=a,=0
ag — nag + ... + (=1)"%, = 0

Donc la famille (Pg)y<j<, est libre. De plus il y a n +1 = dim R, [X] vecteurs dans cette famille.
Ainsi, | La famille (Py)y<,, est une base de R;,[X]

— k
b) Soit k un entier vérifiant 1 < k < n. Pp(X + 1) H X+j+1)= HX—l—j ) donc
1 k 1k—1
APY(X) = P(X +1) = P(X) = 5 [T(X +3) = 5 [T + )
L s
1 k—1 1 k—1
= k'H(X—i-]) (X+k_X):(k—1)' (X+7) =P 1 (X +1)
= T =1

Conclusion : ‘A(Pk)(X) =P, 1(X+1) ‘ De plus ‘ AP)=1-1= O‘

¢) Remarquons tout d’abord que A(P(X +1))(X) = A(P(X))(X +t), pour tout t € R (i.e., les
applications linéaires A et P(X) — P(X + t) commutent. Ce qui n’a rien d’évident a priori) ;

Soit k£ un entier vérifiant 0 < k < n. Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: A"™(Pp)(X) = Pr—m(X +m)

est vraie pour tout m € [0, k].
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e M, : est vraie par hypothese (AO =id R[X}).
o H,, = Hum+1 : Supposons H,, vraie, pour un m € [0, k—1] (pour pouvoir considérer H,,+1).
AP (X) = A(Pyem(X +m)) = A(Py—p) (X +m)
Or, comme k —m € [1,n], d’aprés b) : A(Py—m) = Pr—m-1(X + 1).
Ainsi, A™M(P)(X) = Pi_pm_1(X +m +1). Donc Hpy1 est vraie.
e Conclusion : ‘Vm € [0, k] A™(P)(X) = P (X + m)‘
Cas m > k+ 1 : On peut appliquer le résultat précédent pour k :

AMP)(X)=R(X +k)=1=Py
Donc A*1(P)(X) = A(Py) = 0 d’aprés b). Et par linéarité de A (done A(0) = 0)

A™(Pp)(X) =A™ *H(0) = 0

d) D’apres 1)a), on sait que la famille (Py)o<k<n—1 est une base de R,,_1[X].

n—1
Donc si P € R,,—1[X], P = Z ay Py;. Ainsi, d’apres 1)c), comme n > k + 1 dans la somme,

k=0

n—1

A™MP) =Y apA"(Py) =0
k=0
2) a) Montrons par récurrence que la propriété :
n
Mo AMPYX) =3 (M) (=) P(X + k)
im0 \F

est vraie pour tout n > 0.
o Hp : est vraie : P = P.
o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.

n

A"H(PY(X) = an (Z) ()" FAPX +k) = (Z) (—1)" *P(X +k+1) - P(X + k)

k=0 k=0

k=

k=1
G n n+1kPX k
,“(( ) (k) e+

= P(X+n+1)+ P(X)

k=0

Donc Hy 41 est vraie.

e Conclusion : [Vn > 0 A"(P)(X) = i (Z) (~)"*P(X +k)
k=0

b) Soit r € N vérifiant 0 < r < n — 1. Appliquons les questions 1)d) et 2)a) a X" € R,,_1[X] :

A Wo e anxn Wy (Z)(—l)"’“(xw)?"
k=0

On peut simplifier par (—1)", et en remarquant que (—1)7% = (=1)*,

> (Z)(—nk(X k)=

k=0
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Exercice 3
Dans cet exercice, on pose, pour tout entier n > 1,

1 1 - 1-5
un:(n+§>ln<1+—>—1 , Sn:Zuk et v, =e °n!

1) wp = gln(2) -1, Uy = gln(3/2) -1, uz =

5 7
S1 =y, Sy = 3 In(3) — In(2) — 2, S3 = 3 In(4) —In(3 x 2) — 3.
2) Comme le DL en u = 0 de In(1 4 u) s’écrit
2 3
In(l+u) =t — = + =+ o(u?)
2 3
1 1 1 1 1
et que u = — - mo il vient ln(1+ﬁ> = T2 T3 +0( 3).Dou
1 1
Uy = (n—}—g)ln(l—f—ﬁ)—l
1 1 1 1 1
= (n+3) <n‘z tam ol )> -1
_ 1 + 1 n ( 1 ) + L 1 1
N 302 ¢ on  4n?
1 1 1 1 1 1
= G2 tola) = ma tol)
. o 1 ) ) 1
(on développe en tronquant tout ce qui dépasse le —, qui est mangé par le 0(—2))
n? n
1

Conclusion : |4, ~ —=
" 12n2

1
3) La série de Riemann Z — converge (o =2 > 1) donc, par comparaison, ‘La série (Sy) converge‘
n

La suite (v,) converge comme image par une fonction continue (z — e!=%) de la suite (.S,,) qui converge.
E+1

4) Comme, pour tout k > 1, In (1 + l) =In ( k

- ) =In(k + 1) = In(k), il vient

Z(k+%) In(k +1) — (k:)))—n
f:(m;)lnkﬂ Enj( ) )—n
%)m f:(m 1) n( )—n (car In(1) = 0)

n
Sn = Zuk =
k=1

On peut aussi le montrer par récurrence sur n.

1
Conclusion : | S, = (n + 5) In(n+1) —n —In(n!)

5) Par conséquent, pour n > 2, v, = !~ n-1 = = (n=1/2)In(n)tn—14In((n=1)) _ (p _ 1)1y~ (2=1/2)



DST 1

6) Soit ¢ = ll}IJ'I_l v, (qui existe d’apres 3). De plus, comme S, a une limite finie, v, a une limite
n o0

strictement positive (donc non nulle).

n!
Ainsi, vy,41 ~ £. D’ou —e"en~("1/2) ¢ En posant K = l/e >0, il vient
n

n! ~ Kn"e "\/n

Exercice 4 (E3A 2007, PC, partiel, et EMLyon 2009)
A. Etude de la fonction f

1) Etude de f en 0.
2 3

a) e’”—lzx—l—%%—%—ko(x%donc
T 1 v x? A 9 r  2? 9
= —  — — =1—- — -
s Tl S e . 6+(2) Fole) =1- 5 + T +o(a?)
b) e Pour tout o £0, f(x) ~ £(0) = - 1= 2+ L o) = o()
[ ] —_ = —_ = —— _— = .
our tout x , fx 1 5 T 15 o(x o
Donc f est continue en 0.
2
1
e Pour tout x # 0, f(z) — f(0) = exx_ T~ 1= —g + % +o(z?) = —ix—i-o(x).

1
Donc f est dérivable en 0 et f/(0) = —3

1
e On ne peut rien déduire de plus : la fonction z — 22 sin <2> admet un DL & ’ordre 2 en 0
x
mais n’est pas €.
c) La fonction f est de classe €' sur R* car composée de fonction de classe €1 sur R*. Pour tout

x #0,

exflfxe”"_1+ﬂf+§+0(ﬂf2)—1—m—z2 — 322 1

fe) = e = T 7 ~ IS

Donc f' est continue en 0, et f est €' sur R.

3 1
d) Equation de la tangente T' & (C') au point d’abscisse 0 : y =1 — —x.

2
1 1
D’apres la question A.1)a), f(z) =1— 2% + ﬁxQ + o(z?).
1
Puisque —x2 > 0 pour tout z dans un voisinage de 0, la courbe est au-dessus de la tangente.

12
2) Variations de f.

a) Pour tout z € R, ¢'(z) = €” + ze” — ¢” = xze”. Donc ¢’ est du signe de x et il vient

x —00 0 400

g'(z) - 0 +
1 +00

0
signe
de g(z) + 0 +
b) D’aprés le calcul de la question A.1)c), f/(x) = —(f(x)l)Q. Donc f est du signe de —g sur R*.
e J—

De plus, d’apres A.1)b), f/(0) < 0. En conclusion, f’ < 0 sur R et f strictement décroissante.
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c)

d)

Au voisinage de +00 : f(z) ~ % — 0 et f >0 donc (C) admet une asymptote d’équation y =0
e
et est au-dessus de celle-ci.

Au voisinage de —o0 : u = e® — 0 lorsque  — —oo donc

f(x)z—x( ! )z—x—xex—ko(:ze"”)

1—e®
Ainsi lim f = +o00, de plus (C) admet une asymptote d’équation y = —z et est au-dessus de
—0o0

celle-ci (car —ze® > 0).

B. Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f.

1) Cherchons les o € R tels que f(a) = .

f(O)Zl#Odonca;éO,etf(a):ea

o
-1

fla) =a <=

=l<=e*=2<= a=In(2)
e*—1

La fonction f admet don un unique point fixe, o = In(2).

2) a)

b)

d)

Pour tout x € [0, +oc[, posons ¢(z) = e** — 2ze” — 1.

La fonction ¢ est € et ¢/ (x) = 2e** —2¢% —2ze® = 2(e® —1—z)e®. En dérivant z — ¢ —1—x on
montre que cette fonction est strictement croissante sur Ry et donc que e* —1—z > —1-0=0
pour tout z € R.

Ainsi ¢’ > 0 et ¢ est croissante, donc p(x) > ¢(0) = 0 pour tout z € R, :

Vo € [0, 400 ¥ —2ze” —1>0

(on peut aussi astucieusement factoriser par e”, et I’expression s’étudie beaucoup plus rapidement)

Soit z €]0, +00[, d’apres la question précédente

1 e* —2ze* —1
/ - = - 2 0
e T
1
f'(0)= —5 € [~1/2,0[. D’apres A.2)a), f' <0, et d’apres la question précédente, f' > —1/2 sur
R% . En conclusion

Va € [0, +o0| -

Soit n € N. La fonction f est continue et dérivable entre u,, et a, donc l'inégalité des accroisse-
ments finis s’écrit

|f (un) = f(a)] < (sup [f(2)])un — o

zel
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1
Ou I est l'intervalle de bornes u, et . Puisque sup |f'(z)| < sup |f'(z)] = = d’apres c),
zel $€R+ 2

1
VneN ]un+1—a]:|f(un)—f(a)]Sifun—a]

3) Montrons que la propriété :
1
H(n):  |u, —af < 2—n|1 —al

est vraie pour tout n > 0.
e 1, est vraie par hypothese.

o H,, = Hyp41 : Supposons H(n) vraie. Donc, d’apres la question précédente, il vient

1 1
[Unt1 —af < §|Un —al < WH — o

Et H(n + 1) est vraie.

1
e Conclusion : Vn > 0 |up, — af < 2—”\1 -«
. 1 . .
4) HETOO on = 0 donc nll)r_il_loo |up, — | = 0 et la suite (uy) converge vers aw = In 2.
Exercice 5 (CAPES 2007, partie 2 (11 pts)) n
1) Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1, P(X) = ag+ a1 X + as X? + - -4+ a, X" = a, H(X — ).
i=1
- a
En développant le produit, il vient | oy = Z o = — n-l (2 pts)
; a
i=1 n
La preuve n’est pas demandée. Elle se ferait par récurrence sur le degré.
2) a) Soient p € Net ¢ € R.
. A 2 fop 1
G = (62741 = (cos() + isin() P = 3 ( g ) sin () cos”* 1)
q=0
A 2p+1 /o +1
Ainsi,  sin((2p + 1)) = S(PPHD9) =g Z ( pk )iq sin?(p) cos? T =9(p) |.
q=0
On ne garde que les ¢ = 2k + 1 impairs, donc k varie entre 0 et p et il vient (2 pts)
p
. 2p+1 . .
sin(2p + 1)g) = Y- <2k N 1) cos? () sin?*1 ()
k=0
b) Pour tout entier p € N et pour tout réel ¢ # 0[x], on a sin(y) # 0, donc (0.5 pts)
: . 2p+1 _ :
sin((2p+ 1)) = (-1 (% ) cos? () sin? 1)
k=0 T
P 2kl
) 2p+1 _ sin“" 2 ()
_ 2p+1 _1)k 2p—2k
s ) S(-) <2k N 1) cos? () (szpﬂ(@
p 2p—2k
. 2p 4+ 1Y\ [ cos™P~*%(yp)
_ 2p+1( _1\k
() (s
kz:% 2k +1) \ sin?P=2k(yp)
P 2p + p—k
. _ s 2p+1 _1\k 2
sin(2p+ 1)) = sin?*(p) ,;f 1) (2k | (cotan®(¢))
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3) a) On remplace 7 par son expression, et d’apres 2)b) (k7/(2p + 1) # 0[x]) il vient

p A1\ o & 2p+ 1 kr \\P
P(w) = Z(—l)“’(;,;il)’yi ‘= §<—1>"‘(2ZL> (COtanz <2p+ 1))

k=0 k=0
B sin ((217 +1) (2511)) B sin (k) 0
a sin?Pt1 (2511)  sin2et! (2511) a
‘Pour tout entier k € {1,...,p}, P(k) = 0.‘ (1pts)
b) Pour tout k € {1,...,p}, (0.5 pts)
T km pT pr T

O 1S riSyp+1~ 2 2

Ce n’est pas une question de limites ici, mais d’inégalité (vraies pour tout k et tout p, et pas seulement
lorsque p — +00).

On vient de montrer que les 7, sont des racines de P. Il reste donc a prouver qu’ils sont distincts.
La fonction cotan est strictement décroissante de ]0, 7/2[ sur |0, +oo[, donc cotan ? est strictement
décroissante de |0, 7/2[ sur |0, +o0].

Ainsi, vu que les k7/(2p + 1) €]0,7/2[ sont tous distincts, leurs images v, par cotan? sont aussi
toutes distinctes (la fonction est injective). De plus, il y en a p, et le polyndéme P est de degré p,
donc il ne peut pas y avoir d’autres racines.

Donc |le polynéme P possede p racines distinctes, {y1,...,7}. (1pts)
c) Dapres, 1), o1 =71+ -+ = %71 oy en remplacant (1pts)
ap
P 1(2p+1 (2p+1)(2p)(2p—1)
k -1 e 2p —1
Zcotan2< T ):_( )0(2;11) _ 30 :P(p )
= 2p+1 (=1)O(*P) 2p+1 3
Et en utilisant 1 = cos? ¢ + sin? ¢, il vient (1 pts)
: km k
P 1 B P gin? (2p+1)—|—c052 (21011) B P . o kr
Z i 2 km B s 02 km _Z - cotan 2p—|—1
k=1 SIn opt1 k=1 S11 opt1 k=1
P
km p(2p—1) 2p(p+1)
p—l—kz::lcoan (2p+1> p+ 3 3
4) a) Pour tout ¢ €]0, /2], (1pts)
. 1 1
O<sinp<p<tangy = 0< < — < -
tany @  sSine
= 0< < L L
tan?p  p? " sin?o

Ainsi, pour tout p € N*, pour tout k € {1,...,p}, puisque v €]0,7/2], il vient

1 1
— < 5 <
tan? vy 7,% sin? vy,

En sommant sur k et en remplacant avec les expression de 3)c), 'encadrement précédent s’écrit

p(2p — 1) P T (2p+1)2 1 P 1 2p(p + 1)
f:Zcotan » < Z—<Z 57 = 3
k=1 SIn (2p+1)
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2p +1)2
b) En divisant par # > 0 I'encadrement précédent, il vient
T
pCp—1)m* <1 _ 2p(p+ 1)
29 1 1)2 2 7 2090 1 1)2
32p+1) =k 3(2p+1)
p 1 772
P d t t d li — = —. 1pt
ar encadrement, on trouve donc | _gloo’; 2= 6 (1pts)

10

FIN DE L’EPREUVE



