Lycée La Prat’s Vendredi 4 septembre 2015
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 1

Durée 4 h

L’usage des calculatrices est interdit.

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans ’appréciation des copies. En particulier, les résultats non justifiés
ne seront pas pris en compte.

Les candidats sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Exercice 1

On désigne par R[X] I'ensemble des polynomes a coefficients dans R.

On note R, [X], n € N, I'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n.
On identifiera un polynéme P de R[X] a la fonction polynomiale associée sur R.
Enfin, P’ et P” désigneront respectivement les polynomes dérivés de P et P'.

Soit (7}) la suite de polyndmes définie par :
To=1 ; Th=X ; Vk € N* Tk+1 =2XT, —Ti_1

Dans tout le probleme et sauf avis contraire, n désigne un entier naturel.
1) Déterminer les polynomes T5, T3 et Ty.
2) Quel est le degré de T, et son coefficient dominant ?
3) Etudier la parité de T),.
4) Calculer T,,(1), T,(—1) et T,,(0).

5) Montrer que T), est le seul polynoéme qui vérifie :
Vo eR T, (cos 0) = cos(nh)

6) Dans cette question uniquement, on suppose n # 0.

a) Pour quelles valeurs de 6 a-t-on : T),(cos) =07

b) Montrer alors que T}, posseéde n racines réelles distinctes dans [—1,1]. Conclure.
7) Déterminer les racines de 7T},.

Exercice 2
Dans cette partie, on se place dans 1'espace vectoriel R[X] des polynémes réels.
On définit sur R[X] 'application A qui a P € R[X] associe le polynéme A(P) défini par :

A(P)(X) = P(X +1) — P(X)

Cette application A est un endomorphisme de R[X], ce qu’on ne demande pas de justifier. Pour tout entier
n supérieur ou égal & 2, on définit I’endomorphisme A" obtenu en composant n endomorphismes égaux a
A
A"=AoAo---0A
n fois

On consideére la famille de polynomes (F,), -, définie par

Py(X) =1
P(X)=X
X(X4+1)...X+n-1) 1% ,
Py(X) = ( )n‘( ):n'H(X—l-j) pour n > 2
! )

Dans les questions qui suivent, n désigne toujours un entier supérieur ou égal a 1.
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1) a) Montrer que la famille (Py)<<, est une base de I'espace vectoriel R, [X] des polynomes réels de
degré inférieur ou égal a n.

b) Soit k£ un entier vérifiant 1 < k < n.
Déterminer A(Py)(X) en fonction de Py_1(X + 1). Donner également la valeur de A(F).

¢) Soit m un entier supérieur ou égal 1 et k un entier vérifiant 0 < k < n.
Déterminer A™(Py) en distinguant lescas : 0 < m<k—1,m=ketm=>k+ 1.

d) Déduire de ce qui précede que, si P est un polynéme de degré inférieur ou égal a n — 1, alors
A"(P) = 0.
2) Soit P € R[X].

a) Démontrer que le polynéme A"(P) est donné par la formule

A(PY(X) =Y (2) (1) EP(X +b)

k=0
Indication : On pourra effectuer une récurrence.

b) En déduire, pour tout entier r vérifiant 0 < r < n — 1, I’égalité suivante,

> (Z)(l)’%x +k) =0 (1)

k=0

Exercice 3
Dans cet exercice, on pose, pour tout entier n > 1,

1 1 " _
Up = (n+§>ln<1+ﬁ) -1 Sn:;uk et v, =e! Sn—1
1) Calculer les trois premiers termes des suites (uy) et (vp).
2) Déterminer un équivalent simple de (uy,).

3) Déterminer la nature de la série (S,). Que peut-on dire de la suite (v,)?
1
4) Montrer que, pour tout n > 1, S,, = (n + 5) In(n+1) —n —In(n!).

5) En déduire une expression de (v,) en fonction de n.

6) Conclure que n! ~ Kn"e™"y/n, ou K est une constante strictement positive.

Exercice 4

siz#0
Dans tout le probléme, on désigne par f la fonction définie sur R par f(z) = e* —1 7
1 siz=0

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére (O, 7', 7) orthonormé du plan.

A. Etude de la fonction f
1) Etude de f en 0.
x
et —1°

b) Peut-on déduire du développement limité du a), sans nouveaux calculs, que : (justifier avec soin)

a) Donner le développement limité & Pordre 2 en 0 de la fonction z —

e f est continue en 07

e f est dérivable en 0 et la valeur de f/(0)?

e f est deux fois dérivable en 0 et la valeur de f”(0)?
c) Montrer que f est de classe €' sur R.

d) Donner une équation de la tangente T' a (C') au point d’abscisse 0 et préciser la position de (C)
par rapport a T au voisinage de 0.

2) Variations de f.
On considere la fonction définie sur R par g(z) = ze® —e” 4 1.
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a) Dresser le tableau de variations complet de g et donner le signe de g.
b) Donner les variations de f.

c) Donner les limites de f en +o0o et —oo et préciser la nature des branches infinies de (C') : montrer
en particulier que (C) posseéde deux asymptotes et préciser la position de (C') par rapport a ses
asymptotes.

d) Donner l'allure de (C) (faire apparaitre les asymptotes et T).

B. Etude d’une suite récurrente associée a la fonction f.
On considére la suite(u,) définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u,y1 = f(uy).

1) Montrer que f admet un point fixe et un seul, noté a, que l'on calculera.
2) a) Btablir: Vo € [0, +oo[, €** —2ze” — 1> 0.

1
b) Montrer : Vz €]0,+oo[, f'(z) + 5 > 0.
1
¢) Montrer : Vz € [0, 400], ~5 < fl(z) <.

, 1
d) Etablir: Vn € N, |up1 —af < §\un —al.

1
3) En déduire Yn € N,  |u, —a] < 27\1 —al.
4) En déduire que (u,,) converge vers une limite que I’on précisera.

Exercice 5
1) Soit P € C[X] un polynoéme de degré n>1: P(X) =ag+ a1 X + asX? +--- 4+ a, X"

n
Rappeler la formule permettant de calculer la somme o7 = Z a; = a1+ -+ oy des racines de P en
i=1

1=
fonction de ses coefficients ag, k € {0,...,n}. (Indication : Retrouver la formule pour n =2 ou 3).

2) a) Soient p € N et ¢ € R. Démontrer ’égalité

sin((2p + 1)) = Y (—1)F @Zi 1

> COS2p—2k((p) Sin2k+1((p)
k=0

2k +1
b) En déduire que, pour tout entier p € N et pour tout réel ¢ # 0[r], on a

p —
sin((2p + 1)) = s () 3 (1" @z ’ 1) (cotan?())""

2p+1
ol ( P+ ) désigne le coefficient binomial pour k € {0,...,p}.

cos ¢
sinp’
3) Soit p € N* et P € R[X] le polynéme défini par

PX) = Y (1) @Z : 1>Xp-’f

k=0

ou cotan ¢ =

km
2p+1

a) Pour tout entier k € {1,...,p}, on pose v, = cotan > ( ) Calculer P(~g).

b) Vérifier que, pour tout k& € {1,...,p}, le réel appartient a l'intervalle |0, 7/2[. En déduire

km
2p+1
que le polynéme P possede p racines distinctes, que 'on déterminera.

c) En déduire les égalités

et Z =

3 iz sin? ( ke ) 3

zp: cotan 2 ( kn ) _p(2p—1) - 1 2p(p +1)
2p+1
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4) a) En admettant que, pour tout ¢ €]0,7/2[, 0 < sinp < ¢ < tan¢, montrer que, pour tout entier
p =1, on a ’encadrement

pp—1)  (p+1* &1 2p(p+1)
< kZ::l <

3 2 k2 3
P 1 7T2
b) Démontrer que pgriloo kzzzl 26

FIN DE L’EPREUVE



