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Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (ESSEC 2010, B/L)

Partie 1
Construisons 'inverse : pour tout y € R — {1}, on pose

1
9(y) = ﬁ
% 1 1
Pour tout z € R*, g(f(z)) = Tri-1 =z, et pour tout y € R — {1}, f(g(y)) =1+ =y.
r y—1
1
Conclusion : | f : R* — R — {1} est bijective d’inverse f~'(y) = ]
Yy —

Il faut vérifier fog et go f. Ne pas appeler g « f~1 » avant de l’avoir montré.

Partie 2
1) a) Soit (a,b,c) € R,

12 1
_ 2
wP) = X (a(1+X) +b(1+X>+c)
2 1 b
_ 2
- X (a(l+X+X2>+b+X+c>
= aX?+2aX +a+bX?+bX +cX?
(a+b+e)X*+ (2a+b)X +a

Finalement, avec les notations de 1’énoncé,

a=a+b+c, =2a+bety=a

b) Vu qu’apres simplification la fraction rationnelle u(P) est un polynéme, il suffit d’évaluer en 0 :

lim u(P)(z) = a = P(0)

z—0

1\F 1
2) En prenant un équivalent en 0, il vient (1 + —) ~ —, puis pour la fraction rationnelle u(P)(z), en
x

x
notant d = deg P,

pe) =2 (3 (1)) (o) = o

k=0
Donc la limite lim u(P)(z) existe et | £ = a,
z—0
3) Dans « endomorphisme » il y a deux choses a montrer : « endo », on arrive dans le méme espace que [’espace
de départ; et « morphisme », ¢’est une application linéaire.

Par linéarité de 1’évaluation, il vient V(P, Q) € R, [X], VA € R,

u(WP +Q) = X"(\P+Q)(1+ %) = X" (AP(l + %) +Q(1+ )1()) = Mu(P) + u(Q)

1
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Donc u est linéaire. . .
De plus, en développant par la formule du bindéme, P(l + X) est un polynoéme en X de degré au

plus n :
1 " 1
P x) = b

1 n n
Par conséquent, u(P) = X"P(1+ Y) — X" X =3 p X" R € R, [X]

k=0
ol
Partie 3
On notera M, la matrice de u dans la base %.
1) u(l = X*x1=Xx3 = Ox1+0xX+0xX%4+1xX3
1
wX) = X3><(1—|—)1()—X3+X2 = 0x14+0xX+1xX24+1xXx3
2
w(X?) = X3><<1+)1() —X3(1+)§+)§) = Ox1+1xX+2xX2+1x X3
3 1
3y _ 3 R R 9 I 2 3
WX?) = X ><(1+X) X(1+X+X2 Xs) Ix14+3xX+3xX241xX
0001
. 0013
Finalement, | M3 = 01 2 3
1111

En permutant les colonnes, on change le signe du déterminant :

det Mz = (—1)' det

_ W W~
=N = O
— = O O
o O O

car le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit des termes diagonaux. Ainsi,| M3 est inversible

2) On peut aussi développer avec la formule du binéme P(l + T) et résoudre le systéme (de taille n+ 1) obtenu.
Comme 1l est triangulaire, c’est faisable. )

Soit P € Ker u. Montrons que P = 0.
1 1
Comme u(P) = 0, alors Vz € R*, u(P)(z) = x"P(l + —) = 0, c’est-a-dire P(l + —) =0.
x x

1
Or lorsque x parcourt R*, 14 — prend une infinité de valeurs (trés précisément R — {1}, ¢f. partie 1).
T

Donc le polynéme P a une infinité de racines : P = 0.

Ainsi, [ Ker u = {0}

Donc u est un endomorphisme injectif. Or R, [X] est de dimension finie (dim R, [X] = n + 1), donc

u est bijectif

3) En rentrant X" dans la somme, puis X k¥ dans la parenthése, on trouve

u(P) = X" Xn: ar(1+ %)k = zn: ar X" EXE(1+ %)k = Zn: ap X" F(X + 1)k = Xn: arQ
k=0

k=0 k=0 k=0

n
Montrons que (Qo, ..., Qn) est libre. Soit (ag, . ..,a,) € R"* tels que Z apQr = 0.
k=0

n n
D’apres ci-dessus, Z axQr = u(P), si on note P = Z arX*. Donc P € Ker w.
k=0 k=0
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4)

5)

6)

7)

8)

9)

Or d’apres 2), Ker u = {0}. D’ou P = 0, c’est-a-dire ag = -+ = a,, = 0.
La famille (Qo, ..., Qn) est libre. ‘

La famille (Qo,...,Qn) de R,[X] est libre d’apres la question 3),
de plus Card ((Qo,...,Qn)) =n+1=dimR,[X], donc

Finalement,

‘ (Qo, - -.,Qn) est une base de R, [X]. ‘

Soit j € {1,...,n+1}. A laide de la formule du binéme,

- j=1 /. o -1 /. ‘
e =i g) e S (U i ()T S (e

k=0

D’apres 5), enposant i — 1 =n—j+1+ketdonck=i+j—2—n,

(i1 it1+k fa J—1 i1
X77H = Xxn=J = X

k=0 i=n—j+1

Donc le coeflicient situé sur la ligne i et la colonne j de M,, qui correspond au coefficient devant X i1
dans le polynéme u(X7™1), est
7—1
1+j—2-—n

avec la convention ( k:) = 0si k > n, donc ici lorsque i < n — j.

Soit  un réel différent de 1, et P € R, [X].

u(P)( @) = u(P) (1) = (xil)"P <1+ }) - (:C_ll)np(x)
z—1

En poursuivant le calcul de la question précédente : P(x) = (z — 1)"u(P)(f(z)) pour tout z # 1.
1

Ainsi, notons , pour tout @ € R, [X], |v(Q) = (X — 1>”Q(ﬁ)

Par un raisonnement sur le degrée de @), de méme qu’a la question 3 de la partie 2, il vient v(Q) €

R, [X].

De plus, Vz # 1, v(u(P))(x) = P(z), puis par continuité v(u(P)) = P. Ainsi vou = id.

Or u est bijectif, donc

n—j o '
On développe : v(X7) = (X — 1)"(Xi1)j — (X -1 =Y (—1)ni (" Z, ‘7>X1.
=0

o _ a1
Ainsi le coefficient a;; de la matrice de v = u~! dans la base & est | (—1)" 772 <n ] + ) -1

(On décale i et j de 1 puisqu’on commence & 1 au lieu de 0).

Exercice 2 (PT A 2011)
Partie 1

1)

Une condition nécessaire et suffisante pour que A € .#5(R) soit inversible est que |[det A # 0.
1
Comme (det A)(det A1) = det(AA™) =det ], =1, |det A~} = ot A
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2) On sait que si A € .#5(R) est inversible, son inverse est égale a :

-1 _ I
det A

o A désigne la matrice des cofacteurs de A.

1 d —c
. 1_
Dans le cas 2 x 2,81 A = (b d) € GL2(R), cette formule s’écrit : A~ = (—b a )

On applique cette formule aux trois cas proposés. On trouve :

(2 3., (-5 7). ,1_1(5 —6
4 (—1 2)7‘42 (3 —4 P Ay - 2\-3 4

3) Soit A= (b d> € Mo(7);

Supposons que A est inversible et que A™! € .#(Z). Par conséquent, det(A) et det(A™') sont

1
deux entiers. Or det(A) = m, donc est un entier qui peut s’écrire comme l'inverse d’un
e
entier. : les seules valeurs possibles sont det(A) =1 ou det(4) = —1.

Supposons que det(A) € {—1,1}. Donc A est inversible en tant que matrice de .#2(R), et en

1 _
inversant A on trouve | A™! = Tt A (_db ;) .

Or det(A) € {—1,1} donc est entier, par conséquent A~ € .#5(Z).

1
det(A)

Conclusion : | La matrice A est inversible dans .#5(Z) si et seulement si det(A) € Z*.

4) Soit (b,c) € Z* et Ay = ( ) tels que det(Ag) = 5 — be = 1. C’est-a-dire tels que be = 4. Les seules

b 1
possibilités sont donc

1{(1,4),(2,2), (4, 1), (= 1,-4), (-2, -2), (=4, - 1)} |

Partie 2
1) L’entier p est non nul, donc supérieur ou égal & 1 : p — 1 € N, et on peut écrire AP~! sans hypothése

sur A. Par définition,
APTIA = AAPTL = AP = ],

Donc, comme .#(Z) est un anneau, | A est inversible d’inverse A™! = AP~ € #4,(Z).

D’apres 1.3), ‘les valeurs possibles de det A sont —1 et 1. ‘

2) (A = (AP) ' = I, donc | A7 € Cy(Z) |.
Par définition, h(A™') est le plus petit entier ¢ vérifiant (A~1)? = I, donc h(A™') < p = h(A). En
appliquant ce résultat & A1, on trouve h((A™1) ™) < h(A™1). Or (471~ = A4, donc | h(A) = h(A7Y) |

3) On peut remarquer que A = 0 nous donne tout de suite x 4(0) = det(A).

a— A\ c

det(A—)\Ig) = b d— )\

‘: (a—=MN)(d—=X\) —bc =X —(a+c)A\+ad—bc = \2 —Tr (A)\ +det(A)

Ce résultat reste vrai pour A € Mo(K), mais aussi sous la forme suivante dans #,(K) : xa(A) = (=\)" +
Tr (A)(—=N)""! + [autres coeff] + det(A)

Exercice 3 (TPC 2007, exercice)

1e . . . . o s .. y v 7. . : -3
1) a) Remarque préliminaire : j est une racine 3-iéme de l'unité, c’est-a-dire une solution de X3 =1 )

Cette équation s’écrit aussi X> —1 = (X —1)(X? + X +1) = 0. Puisque j # 1, j est forcément racine de

X2 4+ X +1 (pour que le produit soit nul) :|j> +j+1 =0/ Soit p € N.
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e k=3p: ;"= (%P =1 donc S(3p) = 3.
¢ k=3p+1:S@p+1)=1+(G*Vj+(*)*P*=1+j+5>=0.
e k=3p+2:SBp+2) =1+ G2+ (GPit=1+72+72=1+42+j=0.

Conclusion : ‘Vp eN, SBp)=3et SBp+1)=SBp+2) = 0‘

b) Soit P € C[X] de la forme P =) a; X*".
k=0
P(X)+P(jX)+P(j ZakX —I—Zak]ka—I—Zak FXF =3 ap (1455 + (AF) X
k=0

2) a)

d)

Exercice 4 (EDHEC S 2q13)

1) a)

On pose N = E(n/3), la partie entiére de n/3 (donc n = 3N, n =3N+1oun = 3N +2). D’apres

le résultat de la question 1)a), | P(X) + P(jX) + P(j Z arS(k Z 3ag, X% |.
p=0
Ri(X)=(X - k)X —k)(G*X k) =X° k(1 +j+)X*+ A+ +HX -k =Xk
(Sans calculs : les m(/‘m s de Ry(X) sont k, jk et 3%k, c’est-a-dire exactement les solutions de X3 = k3,
donc Ry(X) = a(X? — k%).)

T = R1RaR3Ry, ou Ry, est le polyndme de la question précédente. Comme Ry est un polyndme

en X3, |T est un polynéme en X3 |.

Surtout, éviter de développer le polynome T de degré 12...
T = RiRyR3Ry donc T(X) = (X3 — 1)(X3 — 23) (X3 — 33)(X3 — 43).
Ainsi, avec | H(Y) = (Y — 1)(Y — 2°)(Y = 33)(Y — 43) |, H(X?) = T(X).
Les racines de H sont 1, 28 =8, 3% = 27 et 4° = 8% = 64.

Méthode directe :

T(X)=0 <= Q(X)=0 ou Q(UX)=0 ou Q(*X)=0
«— X=1,230u4 ou jX=1,230u4 ou j?°X=1,2,30ud ou

- 1
Or = =e 3 =j=j% et —5 = J, donc en divisant par j et par 42 les équations ci-dessus, on

trouve que les racines de T sont

{1,2,3,4, 52,252, 35%,45%, 4,27, 35,45}

Seconde méthode : D’apres 2)c), T(X) = H(X?), donc
T(X)=0+= H(X3) =0+ X3=1,2333 ou 43
En résolvant chacune des équations X® = a ci-dessus, on trouve

{1,4,52,2,24,252,3,34,35%, 4,45, 45%}

1
Pour tout n € N*, L —.
n n+1 (n+ 1) ap

Ainsi on reconnait une somme télescopique :

1 "1 1 1
> e
P +1 n+1 no+oo
1 =
En conclusion | La série de terme général — converge et Z =1
Gn = ak
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b)

2) a)

b)

Soit n € N*, u,, =

, Or

n n n n
- B B 9 _nn+1)2n+1) n(n+1)
Zak = Zkk—i—l—z = k+2k— 6 + 5
k=1 k=1 k=1 k=1
1 1 2
. (”6+ Jon 143 =t D+
Finalement, w,, = ————— = k
Inalement, u, = n(n+1§(n+2) - (n + 1)(n + 2)
D’apresle b), u, = donc la somme télescopique est celle du 1)a) avec des bornes différentes :
An+1
n n n+1
1 3
= —3%" — S i
2:: z:: A1 Z < n—+ 2) n—+oo 2
00 3
Ainsi, | La série Z Uy, converge et nzz:l Un =3
=1 3
D’apres 1)c Z up = =, et d’apres 1)a), nz::l P 1. Or 3 < 2. Conclusion :

+0o0 “+oo 1
w2y -
n=1 n=1 9

def facto_rec(n):
if n ==
return 1
else:
return facto_rec(n-1)*n
(Moralement il faudrait un assert n >=0 ou autre pour éviter un probléme de terminaison en cas de
facto_rec(-1) ).

n
La suite (a,) est positive done, pour tout entier n € N* Z ar = a, = n!. Par conséquent
k=1
n < n 1
U = _—=
" Sl (n—1)!

n
> a
k=1

<t
S (n—-1)!

Dans ce genre de question, il faut vraiment chercher un stylo da la main : écrire ce qu’on cherche, traduire u,

Conclusion : |Vn € N*,

(avec des pointillés : a1+ -+ay ), essayer de simplifier (passer a linverse : les sommes au dénominateur,
bof). Ensuite, les idées viennent.

1 ot 1
(n—=11" " (n—1)!

Ainsi, par majoration, ‘La série de terme général u,, converge‘
N N

De plus, Y € 3" < g: 1 i ;
e plus, U — — = —.

n=1 "o n=1 (TL - 1)' h n=1 n! n=19n
Dong, a fortiori, et en passant a la limite,

+00 +o0o 1
Y2y L
n=1 n=19n

Comme u,, > 0,ona 0 < u, < est le terme général d’une série convergente.
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3) (H.P.) Soit n € N*. Comme a; > 0 pour tout k, on pose @ = (va,...,va,) et ¥ = ( ey ——)-
\/al \/an
L’inégalité de Cauchy-Schwartz s’écrit :
7L<
En élevant au carré pour ne plus avoir de racines, il vient :
9 1 4 n?
(142440 <(m+ar++a)(—+— 4+t )
al a9 (07
4) a) Méme remarque qu’en 2)a) : on écrit d’abord le début « évident » du calcul : recopier le résultat précédent,
puis le trafiquer pour avoir quelque chose de ressemblant.
n
Soit n € N*. D’apres 3), en divisant par Z ay, > 0, il vient,
k=1
1+2+--+n)? 1 4 n? o
( ) <S(=+—+ )=~ (1)
ay+az+---+an ar a2 an, o Ok
n(n+1)\2
Or (1+2+--+n)?= ((;)) > 0, donc en divisant il vient :
n 2
1 < 4 Z 'Ii
a1 +az+-+an - nAn+1)? Fak
1 1 1)2 — n? 2n + 1
Comme 2 CESIE = (7:1;_(71 )+ 1)? = (Zj: )2 (prendre le calcul par les deux bouts), 'inégalité
précédente s’écrit, apres multiplication par 2n + 1,
2n +1 1 1 o k2
v e N, LS EETE S D o}
ai+ag+---+ap n*  (n+1)*/ = ap
b) Soit N € N*. En sommant 'inégalité obtenue en b), on trouve
N N n 2
2n+1 1 1 k
Za Tat 2 (4(n2_ (n+1)2)za>
n=1 "1 2 n n=1 k=1 "k
Or, en cassant la somme sur n,
N n 2 r N n 2 N n 2
1 1 k 1 1
4 — — ——= — = 4 — —) = — —
2 (16 s ) - 4 Z D) S rm )
r N n 2 N+1 n—1 729
1 k 1 k
SRl CH ST WEH S
2 2
Ln=1 (n k=1 k) n=2 <n k=1 ’f)
1 N 1> ) N 1 n—1 ;9 1 N
IR NC NS B NC LTRSSy
a5 (n k=1 ak) n=2 (n k=1 ak) (N+1)? 3

n—2 k=1 %% =1 9k k=1
1 12 1 N g2 N o1
= 4| “l<ay =
ay Tgn?a (N—i—l)?kz::lak nz::lan
L >0
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N N
2 1 1
Finalement : |VN € N*, Z nt < 42 —
n:1a1+a2+--~+an i Ok
N o4 N 2n + 1
c) Par hypothese, — converge. Donc d’apres b), la suite Vy = est majo-
) P ];1 8 pres b) ;a1+a2+-'-+an !
rée.
2 1
Or, comme nt > 0, (V) est une suite croissante.
ap+azx+---+ap
C’est une suite croissante majorée, donc convergente :
2 1
La série de terme général positif nt converge.
1tax+---+ay
2n 2n+1
Or 2u,, = < , donc par majoration u, converge. De plus,
" artaytota,  artatotap P 2.t gD
en sommant les inégalités,
+00 +oo 1
D un <2y —
n=1 n=19n
Exercice 5 (Petites miges, 2009, MPSI, extrait)
1) fu(0)=—-1<0et f,(1 ):f—1>0care<3
2) Pour tout =z € R, T 0 g 400
/ n—1 2y x?
falz) = 32" (n — 22%)e I (z) 0 + 0 -
Les limites se calculent comme dans la
partie 1. f(y/n/2) >0
Par hypothese, n > 2 donc {/n/2 > 1 £ / \
puis fu(y/n/2) > fu(1) > 0.
-1 -1
La fonction f, est donc continue et strictement croissante sur [0, 1], avec f,(0) = -1 <0 et f,(1) >0

3)

4)

5)

(d’apres 1)). La stricte monotonie et le théoréme des valeurs intermédiaires nous permettent de conclure
que l’équation f,(z) = 0 admet une unique solution u, < 1. De méme, f, continue strictement dé-

croissante sur [y/n/2, +o0o[, donc f,(x) = 0 admet une unique solution v, > {/n/2 > 1.
D’apres 2), v, > y/n/2, or ngr}rloo \/n/2 = +o0, donc nll)r}rloovn = +o0]|.

—u? 2
n—-1=0,d - =—
, donc eXp( Un) 3uz

a) Par définition de u,, fn(u,) = 3ue

b) froti(u,) = 3u”+1 —1=u,—1<0, car u, < 1.
c) D’aprés 2), u,, et u,41 soit dans [0,1]. De plus la fonction f, 1 est croissante sur [0, 1], donc
appliquer f,41 ne change pas 'ordre entre u, et u,1.

Si Upt1 < Up, alors fryi(unt1) = 0 < foi1(u,) < 0 (d’apres b)), ce qui est absurde. Donc
forcément u, < upy1-

Ceci étant vrai pour tout n > 2, ‘la suite (uy) est croissante. ‘

d) La suite (uy,) est croissante (c) majorée par 1 (b), donc convergente.

a) Soit x > 0,

() =0 <= In3+nlnz—2?=0<+= exp(In3 +nlnz —2%) = exp(0)
— 3z"exp(—2?) =1<= fu(z)=0
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b) D’apreés la question précédente, g (u,) = 0, donc In3 — u2 = nlnu,.

Or lim In3—u2=In3—/%et lim Inu, =In(/) # 0. Donc le membre de gauche de I’égalité
n——+o0o n—-+o0o

précédente a une limite finie alors que celui de droite a une limite infinie, ce qui est absurde.

Conclusion : | lim wu, =1|
n—-+00

c) gn(1+wp) = gn(un) =0cet lirf wy, = 0 d’apres la question précédente. Donc il vient
n——+0oo

0=In3+nln(l+w,) — (1 4+w,)?* =13+ n(w, + o(w,)) — 1 — 2w, = In3 — 1 + nw, + o(nw,)

Car wy, = o(nwy,) : wy/(nwy,) =1/n — 0. Ainsi (1 —In3)/n = w, + o(wy,), et finalement,

1—1In3

n

Wn,

FIN DE L’EPREUVE



