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Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (Petites mines, 2008, épreuve commune, second probléme)
Partie A : Etudes de deux fonctions

1)

2)

3)

)

a)

b)

b)

c)

d)

e)

. 1 . . . .
La fonction x — — est définie et continue sur R*, donc les fonctions F' et G sont définies et
x
continues sur R, comme produit de fonction continues sur R .

o sin0
lim S0t ST cos(0) = 1, donc F est prolongeable en 0 par F'(0) = 1.
z—0 x—0

— 0
lim ST TCST sin(0) = 0, donc G est prolongeable en 0 par G(0) = 0.
z—0 z—0

Les fonctions F et G sont des produits de fonctions € sur R, elles sont donc > sur R, .

, cosr sinz , sinx  cos(z)—1
F'(z) = T et G'(z) = - + 2
_ 3 3! 3 2
F(z) — F(0) = z—2/3l+o(z’) —-1= —%4—0(3:2) pour tout x > 0.
x
F(z) — F(0
Donc lim Flz) = F(O) existe et vaut 0 = F’(0).
z—0 X
1—(1—23%/2! 2
G(z) — G(0) = (1 = 2%/2 + ofa”) = g + o(z) pour tout x > 0.
x
G(z) - G(0 1
Donc lim Glz) =GO existe et vaut — = G'(0).
z—0 X 2

Soit x > 0. F(z) =0 <= sine =0 <= z = knm, k € N*. Donc pour tout k& € N,
ar = k. C’est une suite strictement croissante.

De méme, soit z > 0. G(z) =0 <= cosz =1 <= 1z =2krwk € N*. Pour tout k € N*,
by, = 2km = agg, c’est une sous suite de (ay).

F' est dérivable sur [ag,ag+1] (q. 2)a)), et F(ax) = F(ag+1) = 0, donc, d’aprés le théoréme de
Rolle, il existe xj €]ag, apy1] tel que F'(zx) = 0.

2

1
Pour tout = > 0, F'(z) = —(xcosz — sinz), et 2° > 0. Donc F’ est de méme signe que

2
x
h:x — xzcos(xz) — sin(z) sur RY . De plus F'(z) = 0 si et seulement si h(z) = 0.
La fonction h est dérivable sur R et h'(z) = —zsinz, qui est non nul et de signe constant sur
Jkm, (k + 1)x[, donc h est strictement monotone sur [k, (k + 1)7] pour tout k € N*.

La fonction h est continue strictement monotone sur [k7, (k+1)7] pour tout k& € N*, donc injective
sur chacun de ces intervalles : si h s’annule sur ces intervalles, elle ne s’y annule qu'une seule fois.
De plus (q. 4)b)) xp est un zéro F si et seulement s’il est un zéro de h. Ainsi il y a unicité des .
Pour tout k € N*, h(kr) = (—1)*km et h(kr + 7/2) = (=1)*"! qui ne sont pas de méme
signe. Or h est continue donc elle s’annule sur l'intervalle |ag, ar + 7/2[. Ainsi I'unique zéro de h
xy €lak, ar +7/2[.
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f) xx > ar = km donc lim z, = lim kn = 4o00. De plus, d’aprés q. 4)e), xp €lkm, kr + 7/2],

k—+o0 k—4o00
donc il vient . -
k
Vk € N* T —<T+ —
S% S 2k
Par conséquence, lim — =7, ce qui signifie 2y ~4o0 k.
k—+oo k

5)
Partie B : Deux fonctions définies par des intégrales

6) Soit z € R. Les fonctions t — f(t) cos(zt) et t — f(¢)sin(xt) sont continues comme produit de fonctions
continues, donc intégrables sur le segment [0, 1].

7) Vo e R, If(— / f(t) cos(—xt) dt = / f(t) cos(at) dt = I(x) donc I est paire.

Ve e R, Jp(— / f(t)sin(—xt) dt = / f(t)(=sin(xt)) dt = —J¢(z), donc Jy est impaire.

8) a) Soit x > 0. Par linéarité de I'intégrale,

I(z) +iJg(x /f cos(xt) + isin(zt) dt = /f )et®t dt

On fait une intégration par partie, f étant € :

zzt 1 T 1
/f Tt = [ ] /f S AU

b) Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Les fonctions f et f’ sont
continues (puisque f est €') donc bornées sur [0, 1].

c) Soit x > 0.
: f@)e™ — £(0) 1/1 (4 ot
I J < |/ — t)e'™" dt
@+ i@l < |[ESIOL L [
< ’ ( ) ‘""’f / |f ||ezmt|dt
|iz]
!
C M / W i — 2M+M
x
. 2M+ M : . .
d) xll}grrloo = 0 donc xETOO |I¢(x) 4 iJ¢(x)| = 0, et finalement xEm (If(x) +iJs(x)) = 0.

Ainsi lir}ra It(z) =R(0) =0et lim Jg(x) = 0 par linéarité et continuité de la partie réelle et
T—r+00

T—r+00
de la partie imaginaire.

e) Par parité, mgglmff(x) = :vginoo]f( xz)=0et zgmoo Ji(z) = —xgrfoo J¢(z) =0.
9) a) Cours.
b) Soit u € R* fixé. On applique I'inégalité des accroissements finis sur U'intervalle [0, |ul] :
| sin(u) — sin(0)| < (sup |cos|)|u| = |u|
(0, ul]

xt + yt

c) Soient x et y deux réels. En majorant |sin < > | par 1, il vient

I (2) = I (y ‘/f cos :L’t)—cos(yt))dt‘ /01|f(t)|‘—QSin(xt;yt>sin<wt;yt>'dt
/0 Ot —yt] dt < |z —y] /0 HF (b)) at
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1
d) La fonction Iy est / t| f(t)| dt-lipschitzienne sur R, donc continue.
0

10) La fonction f constante égale & 1 convient.

T .
—— = [, donc la fonction v
2°2 cos v

) T . . . .
est continue sur } —3ig [ comme l'inverse d’une fonction continue qui ne s’annule pas. Pour tout

1) a) La fonction v — cosv est continue et ne s’annule pas sur

Exercice 2 (ATS 2011, exercice 3 — corrigé UPST

1
x €] —m;7[, on a [O, f] c] - z; z[ et donc v +— est continue sur [O, f] . Elle admet donc
2 2°2 COS v 2

une primitive notée P. L’intégrale définissant f(x) est donc bien définie pour tout x €] — ;7| et

Vo el —mrl, flz)= [P(U)E/Q —p (g) — P(0).

Or P est dérivable sur }—g; g [, donc f est dérivable comme composée sur | — 7, 7] et

, 1 oy 1 1
va €] -, Flw) = 2 P (5) ~ 2 cos (x/2)

La fonction f est définie sur | — 7, w[ qui est symétrique par rapport a 0. Soit = €] — m; 7[. Par le

changement de variable © = —v et en utilisant la parité de la fonction cos, on a
—2/2 qy T/2 _qu /2y
VIEE]—T(;W[, f(—.’lf):/ :/ :—/ :—f(g;)
0 COS v o  cos(—u) 0 cos(u)

’ La fonction f est donc impaire. ‘

Pour étudier les variations de f sur | — 7, 7| il suffit donc d’étudier ses variations sur [0, 7[. Or
si x € [0,7[, alors /2 € [O,g{ et donc cos(z/2) > 0 donc f'(x) > 0 donc f est strictement

croissante sur [0, 7. Comme f est impaire, on en déduit que

‘ La fonction f est strictement croissante sur | — ;7. ‘

b) On sait qu’au voisinage de 0, sinu yu donc

Au voisinage de 0, cos (g — u) U

Soit x € [0, 7[. Dans l'intégrale définissant f(z), on effectue le changement de variables v = g—u :

. T x ) T i
on a dv = —du, la borne v = 0 devient u = 5 et la borne v = 5 devient u = 3 3 On obtient
donc . .

QC/Q d’U 272 — du 2 du
0 cos(v) x cos(m/2 —u) z_z sinu
T . 1 1 . . o
Or sur }0, 5}, les fonctions u +— — et u — — sont continues et strictement positives et elles
sinu U
.. .. .y L 2 du du
sont équivalentes au voisinage de 0. Les deux intégrales généralisées — et —— sont donc
0 u 0o Smu

de méme nature.

2 1
Or la premiére est divergente car lim+ — du = 400 (intégrale de Riemann) donc l'intégrale
e—0 e U

301 301
/ - du est divergente et lim - du = +o0.
0 SInu e—0t Jo sImu
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Comme lim (E - E) =07, on en déduit que
T—mT 2 2

™

. : 2 du
lim f(x)= lim — = +00|.
=TT T g_% sinu

De plus f est continue et strictement croissante sur [0, 7] donc par le théoréme de la bijection
continue, f est une bijection de [0; 7| sur [f(0); lim f(x)[= [0;+o0o]. Comme de plus f est impaire,
T—mT

on en conclut que

‘f est une bijection de | — 7; 7[ dans R. ‘

2) a) f est une bijection de | — 7, 7| dans R, dérivable sur | — ;7| et pour tout x €] — m;«[, f'(z) =
m = 0 car le cosinus ne s’annule pas sur }—g; g [
Sa réciproque ¢ est donc dérivable sur R et
1 1
VyeR, ¢y = = i donc Yy eR,  g'(y) =2cos (g(2y)>
") s

Comme g et la fonction cosinus sont dérivables sur R, ¢’ est dérivable sur R comme composée et

Vy eR, ¢"(y)=—¢(y) sin (g(;/)) = —2 cos (g(2y)) sin (g(2y)) =|— sin (g(y))

b) D’aprés la question précédente, pour tout ¢ € R,
g"(t) +sin(g(t)) =0 et g(0)=0car f(0) =0, et ¢g'(0)=2cos(0)=2>0

Donc

t > g(t) est solution de X" (t) +sin (X(t)) =0 avect >0, X(0) =0, X'(0) =2.

t 2 _ ! + ! d tout t €]—1; 1]
1_u2es T~ 1—u 1xu onc pour tou i1,

L9 du toq 1
h(t) = — = —— du=—-Inl|l1—-1¢ In|l+¢l.
(0 /01_u2 /01_u+1+u W= —Tnfl—f + 1+

3) La décomposition en éléments simples de

Orte]—1;1[donc 14+t >0et1—¢>0donc

b 2d 14t

4) a) Soit z €] — m,7[. On pose u = tan (%) Comme dans l'intégrale définissant f(z), v € ]—E; T [

T 2'2
ze |3l
onawv/2e 11 et donc
v v 2
Arctan u = Arctan (tan (7>> =— donc [v=2Arctanu| et |[dv=-—— du
2 2 1+ u?
b)
1—u?  1—tan?(v/2 2(v/2) —sin®(v/2)  2cos?(v/2) — 1
u® an®(v/2)  cos®(v/2) —sin(v/2) _ 2cos (v/2) _ cos(v).

L+u2  1+tan?(v/2)  cos?(v/2) + sin’(v/2) 1
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c) Soit x €] — m,w[. Dans l'intégrale définissant f(x), on effectue le changement de variables u =
tan(v/2) : la borne v = 0 devient u = tan(0) = 0 et la borne v = 2/2 devient v = tan(x/4) et
avec les questions précédentes, on a

- /tan(x/4) . 9 . /tan(m/4) 2 d h(tan(z/4))
) = — u = u = hitan(z ’
o BETETTL T

et donc

Ve €l —ma], f(z)=In (1 Han("”/‘l)) .

1 — tan(z/4)

Exercice 3 (ESC Chambéry, ECT)Yo 2 2 0 0 0
1) a) Lecalculnousdonne B=A—-3l3=| 1 0 0|,B*=|0 2 2 |etB*=0.
-1.0 0 0 -2 -2

b) Pour tout entier k > 3, BF = B3BF3 = 0.B"3 = .
2) A =3I3+ B. Or I3 et B commutent, donc on peut écrire la formule du binéme de Newton : pour
tout entier n > 2,

n 2

A" = (BI3+B)" =) (Z) 3Ry TEBR = (Z) 3n—kpk (B¥ =05sik>3)
k=0 k=0

-1 —1
— 3TL_[3 + n3n—lB + n(nQ )3”—2B2 — 37’L <13 + gB + n(n18 )B2>

Sin =0, A° = I3, la formule est vraie; et si n = 1, on retrouve aussi la bonne formule, puisque le
terme en n(n — 1) s’annule.

3) a) On trouve la relation de récurrence suivante : X,y = AX,,. La récurrence est laissée en exercice
au lecteur (mais il faut la faire! puisqu’elle est demandée).

b) Pour tout n € N,

-1
X, = AXo=3"(1+ "B+ MU p)
3 18
Un n n(n—1) 2+2n/3
Donc [ v, | = 3" (XO + gBXg + 1832X0> =3"1+2n/3+n(n—-1)/9

—2n/3—n(n—-1)/9

Wn,

Ainsi u, = 3"(2 4 2n/3) et a pour limite +00; v, = 3"(1 +2n/3 + n(n —1)/9) et a pour limite
+00; wy, = 3"(—2n/3 —n(n —1)/9) et a pour limite —oo.

Exercice 4 (CAPES 2009, et plusieurs autres sujets 2009 pour la partie A)

A. Intégrales de Wallis ccite partic est extrémement classique, donc a connaitre.

g
Pour tout entier naturel n, on pose W,, = / cos™ t dt.
0

1) a) Soit n > 0. On effectue le changement de variable t = g — u.

Donc cos(t) = cos(m/2 — u) = sin(u) et dt = — du.

s 0
Wn:/QCOSntdt:/ sin” u(—1) du:/Zsin”udu
0

5 0
n
Remarque : t est une variable muette, comme k dans Z Elle n’existe qu’entre / et dt. Ainsi on
k=0

2 2
peut réutiliser cette variable un peu plus loin : / sin” wdu = / sin” ¢ dt.
0 0
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2 I 2 T
b) Wo—/ 1dt:§ et Wl—/ costdt = [sint]] =1
0 0
Pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,7/2], cos™ t > 0. Donc par croissance de 'intégrale, W),
Supposons que W,, = 0. Puisque ¢ — cos™ ¢ est continue, alors cos”t = 0 pour tout t € [O,7r/ 2],
ce qui est absurde (par exemple cos0 = 1).
Ainsi, . ‘
c) Soit n > 2. Effectuons une intégration par parties :
2 3
W, = / cos" tdt = / (cost) x (cos" ') dt
0 0
x 3
= [(sint) x (cos"* t)]e —/ (sint) (—(n — 1)(sint)(cos" 2¢)) dt
0
L n—2 2 2 n—2
= (n— 1)/ (sin“t)(cos" “t)dt = (n — 1)/ (1 —cos®t)cos™ “tdt
0 0
= (n—1)Wy2—(n—-1)W,
Ainsi, pour tout entier n > ’nW (n—1)Wy_os. ‘
d) Posons, pour tout n > 1, u, = nW, W,,_1. Alors, d’aprés la question précédente, pour tout n > 2,
Up = (an)anl = (’I’L - 1)Wn72Wn71 = (TL - 1)Wn71Wn72 = Up—1
La suite |u, = nW,,W,,_1 est donc constante de valeur u; = WyW; = —
™
2) a) Pour tout t € [O, 5},

b)

0<cost <1

Donc pour tout n > 0, cos™t > 0 et

0<cos" Tt < cos™t

En intégrant cet encadrement, il vient W, 41 < W, c’est-a-dire ‘ (Wy,) est décroissante.

Soit n > 2. D’aprés 1)c), nW,, = (n — 1)W,,_2. Ainsi, puisque (W,,) est décroissante,

-1 -1
n anlgn

Whoo =W, < Wy

Puisque Wy, # 0 d’aprés 1)b), il reste a diviser par W,,_; et constater que l'inégalité est vraie en

n—1 w,
n =1 :|Pour tout n > 1, < LT
n—1
U
Rappel : Pour des suites non nulles au voisinage de 400, u, ~ v, <= lim — = 1.
Un
s 2
D’apres 1)d), nW,W,,—1 = 5 pour tout n > 1. Donc = —nW,, et 'encadrement de la
n—1 U
question 2)a) s’écrit :
n—1 2
< —nW,f <1
n s

2
Donc, par encadrement, lim —nWQ =1, c’est-a-dire VV2 ~ 2— et, comme W, > 0,

n—-+oo T
s
Wiy~ —.
" 2n

3) Formule de Stirling
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a) Montrons que la propriété :

H(p) : Wap =

est vraie pour tout p > 0.

0!
e Hy D’apres 1)b), Wy = (200')2 5 donc H(0) est vraie.
: 2p)! =
o H,, = Hp4+1 : Supposons H(p) vraie : Wo, = 2p))? 3 Alors
2p+1 .
Waprry = Wopiz = p+2 (d’apres 1)c))
_ 2p+1 2p)! ™ (2p+2)(2p+1) 2p)! 7
~ 9 X nN29o 2 N2 2
p+2  (2Ppl)* 2 (2(p+1)) (2ppl)? 2
_ ep+)
27+l (p+1)1)?
Donc H(p + 1) est vraie.
2p)!
e Conclusion : |Vp = 0 Wap = (;le));;
T 1
D’aprés 1)d), pour tout 0, W: == Ainsi
pres 1)d), p p= W= 5 3 T 1),
1 2Ppl)? 2 2Ppl)?
Wips1 = & x L (Z) 2 (2
2 2p+1 2p)! ©  (2p+1)!
b) D’aprés 2)b), W, ~ /41. D’aprés 3)a),
D
W — (2p)! m K(2p)*e”*\2m2pm K _ 2%t} " pP /2 =2 71'\/» 1
2= )22 T (rKprepy2mnp)? 2 K2 2 parl N X Ton T K
Donc i i i et ainsi
4p K\ 4p’ —
B. Volume d’une boule en dimension n
1) e Sens direct : Soit n > 2 et (z1,...,x,) € R™.
(xla"'a:l:n) G%ﬂ, - l’%—i——kfﬁi <R2
— 224422 (<R*—2% et 22 <RP-ai—.. 22
= ai+--- 422 <R* et |xn|<\/R2—x%— —z2
ml, .. ) S %n 1
—
\/Rz_xl _x?z_1<xn<\/R2—:E%—~-—$%_l
e Réciproque : Soit n > 2 et (z1,...,2,) € R™
(X1, xn) € B
WE€Fy jonl < (/B2 —2F -~ 2,
2] < W% S
== xi<R2 z%—- —xi 1
= i+ - +a. <R
= (21,...,2n) € By

Ainsi, pour tout n > 2, pour tout (x1,...,2,) € R" on a

T
4p
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$1,... )Ge@nl

(T1,...,2pn) € By, —
) yn n \/R2—x — —$n_1<xn<\/R2_x%_‘“_x%_l

Montrons que la propriété :

H(n): ABpest contintiment paramétrable.

est vraie pour tout n > 1.
e #; En dimension 1, #; C R est le segment [—R, R], donc H(1) est vraie.
o H,_1 = H, : Supposons H(n — 1) vraie, c’est-a-dire %,,_1 continiment paramétrable. D’aprés

ci-dessus,
( Ve B (@1,...,%n) € Bn1
Ty, Xn) € By, —
b n n \/RQ—x ——a2 < \/RQ—x —— a2,
Donc, en posant ¢ : B, _1 — R définie par go(xl,...,xn_l):\/RQ—x%—---—wi_l,il vient

By, ={(x1,...,2p) ER"/(x1,...,2p-1) € Bpn-1 et —@(x1,...,0n-1) < Tp < @(T1,...,Tn-1)}

Ainsi, %, est continiment paramétrable, et H(n) est vraie.

e Conclusion : pour tout n > 1, ‘%’ est continiment paramétrable. ‘

2) Soit A > 0 un réel et m > 0 un entier. La fonction z — (A% — 22)2 est paire donc

A A
/ (A2 —2?2)% d:)::2/ (A2 =227 da
0

-

Posons le changement de variable x = Asint. Il vient

A s s
/ (A2—z?) 2 dx = /2 (A2=X\2sin?t) 7 (=Acost)dt = A™H! /2 (1—sin’t) % costdt = A™H! /2 cos™ 1 ¢dt
0 0 0 0

A
En conclusion, / (A2 —22)2 do = 22" Wy
-\

3) Soit n > 2. D’aprés ’énoncé, la définition de V,, est V,, = / . / l1dx, dz,_q1... dx

Montrons que la propriété :

k
k
H(k): V,=2F HW’ // (R? — a2 —-- =22 )2 da,_p... doy
i=1 Pk
est vraie pour tout k € {1,...,n —1}.
e H; : D’apreés la question 1), %, est continiment paramétrable, en posant ¢ : %,_1 — R définie par
(1, Tyo) = \/R2 —z?— - %21—1- Donc, d’aprés 1’énoncé,

Z1,05Tn—1)
Vi, = / / l1dz, degy_q... dz1 = / / </ 1 dxn> dxp—1... dz
n 1 xl; Tn— 1)

Or pour (z1,...,Tp—1) € Bn_1 fixé,

Qo(xlv“vl'nfl)
/ 1da:n:2g0(:c1,...,mn_1):2\/R2—x%—---—$271

7S0(1'17~--a-77n71)

I(Wl)// (RZ—x%—---—xifl)%da:n_l...dxl
-—@nfl

Ainsi, comme Wy =1,

et H(1) est vraie.
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° ’Hk:>7-[k+1:0nsuppose k+1<n(domcn—k—12>

\/R2 — a2 — — x%_k_l. Donc, d’aprés 1’énoncé,

// (RQ—x%—---—xi_k)gdxn,k...dml
Bk

O(Z1,esTp—f—1) ) )
Bn—k—1 — (@10 Tp—k—1)

Pour (z1,...,2p—k—1) € Bp_k—1 fixé, posons A = p(z1,. ..

@(Il,.--,wnfk'*l) ’
/ (RQ—.’E%—"'_%‘%*k)g dl'nfk = /

— (X150 Tp_—1) =

nous pouvons appliquer le résultat de la question 2) :

— (1,0 T —g—1)

C’est-a-dire H(k + 1).

1) et H(k) vraie. D’aprés la question 1),
B,k est contintiment paramétrable, en définissant la fonction ¢ sur %, _x_1 par p(x1,. ..

2 k
=T )2 dxnk> dz,_p_1... dzy

, Tn—k—1). En remarquant que

<)‘2 - x%fk)% dmnfk

) m’n,k,l)

O(T1, s Tr—f—1)
/ (R2—af— o —ad )i dag g = 20 Wiy = 2Wp (R —ad — o =22 )%
Ainsi, en revenant a l'expression de V;, donnée par H(k), il vient
k k
Vp, = 2% HWZ // (R? — a3 — - —22 )2 de,p... doy
i=1 r%n k
(@150 Tp—k—1) i
HW / / / (R2 — :r% — = xi_k)i dr,—p | drp_p_q1... dxq
Pn—i—1 O(T1,Tp—f—1)
k 2 2 2 bl
(H W7,> / . ./Z <2Wk+1(R — T — a:n_k_l) 2 ) dfl‘n_k_l e d$1
1 Brn—k—1
k41 .
ok+l (H W) / / R —a? — . =22, )2 doypq... dx
n k—1
k k
e Conclusion:|Vk € {1,...,n—1} V, =2* (H W1> / / —a? = —2? ) da, ... day

4) Lorsque k =n — 1, B,_(,—1) = %1 = [~ R, R], et la formule ci-dessus s’écrit

n—1 R B
o (H WZ) / (R? —2})"% dny
i=1 -R

R

Or d’apres le résultat de la question 2), / (R? — 227
-R

e dry =2R"W,, et finalement

V, = (ﬁ Wi) (2R)"
1=1

Expression de V3, : Soit p > 1. Utilisons le résultat de la question A.1.d. : nW,,W,_1 = 7/2.

p

2p p
1TWi =] Wa—1Woe = [[
i=1 -

===
Pl 4k  pl4r

k=1

2p PRP
Donc | Va), = (H W,) (2R)?F = mh .
=1

p!

T 1 7P
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Expressions de Vapiq : Pour p =1, Vi = 2R. Pour p > 1, Vap1 = (2R Wap41)Vap. Or d’aprés A.3.a.,

(2°p!)*
W = ———
22p+1p
Apreés calculs, | Vop41 = WWPRP+1 (reste vraie en p = 0)
23 4 °R*
Vi=2R  Vo=rR(ouf)) V3= mRP=rR V= U >
1 1 [meR\”
5) Stirling : Vo, ~ 7’ RP =
) Stirling : Vap ~ wO R o s = Jamp ( y )

T 2R reR\P
D’aprés A.2.b., V5 = (2R W: Vop ~ 2R, | ————<Vop ~

p weR
Or lim pln (W6R> = —o0 donc <7T6R> = epln( P ) —0
p p

p—+00 p——+00

Ainsi i Vo, = i \% = 0. Or les suites extraites (V5,) et (V- ecouvrent la suite (V,
insi p—gr—loo % p_g_noo opt1 r les suites extraites (Vap) (Vap+1) recouvren uite (V)

donc ‘ (V) converge vers 0. ‘

6) Calculons le rapport V,,41/V;, en fonction de W, :

Vn+ 1
Va

= 2R Wit

Or d’aprés 2)a), (W),) est décroissante, de limite nulle d’aprés 2)b). Donc, selon la valeur de R, la suite
(2RW,+1) est soit toujours plus petite que 1, soit plus grande que 1 jusqu’a un rang ng, puis plus
petite que 1.

Ce qui signifie que soit la suite (V},) est décroissante, soit il existe un rang ng tel que la suite (V},) soit
croissante jusqu’en ng, puis décroissante.

Vs R 2
7) 1 faut et il suffit que V2 = % soit plus petit que 1, c’est-a-dire | R < —.
1 &
8) Calculons les premiers termes de la suite (W) a l'aide des deux premiers termes et de la relation de
n—1

récurrence W,, = ——W,,_o. Le but est que 2R W,, 11 = 2W,,+1 soit plus petit que 1.
n

2
Wy = 2 Wi 3m

v
Wo = 4 3 16

1
Wy =1 W2:§W0: Ws =

T 8
2 15 T 16
3,2 x5

16
Remarque : D’un point de vue physique, et V,, et V41 n’ont pas la méme dimension, donc les comparer 1’a
pas de sens. Pour donner un sens aux questions 5 a 8, il faut considérer que V,, est la proportion du cube
d’aréte R occupée par la boule de rayon R. On vient donc de montrer, entre autre, que cette proportion tend

vers 0 (q. 5), est décroissante si R < 2/7 (q. 7), est décroissante a partir de la dimension 5 si R = 1.

Or 2W5 > 1 et 2Wg < = 1. Donc ng = 5.

FIN DE L’EPREUVE
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