Exercices : Réduction |

Exercice 1
Soit f ’endomorphisme de R® de matrice dans la base canonique

-5 -8 4
M=]10 3 0
-8 -8 7

1) Déterminer le polynome caractéristique, les valeurs propres (on vérifiera ses calculs a l’aide de la trace)
et les sous-espaces propres de f.

2) Donner une base %’ de vecteurs propres, la matrice D de f dans cette base, et la matrice de changement
de base P. Donner la formule liant M, P et D.

3) Déterminer la matrice de f* dans la base Z' puis dans la base canonique.

Exercice 2

2 -1 3
Montrer que M = |1 0 1| est diagonalisable : Calculer le polynéme caractéristique et donner une
1 -1 2

matrice diagonale semblable a M sans calculer les sous-espaces propres.

Exercice 3
Calculer le polynéme caractéristique et les sous-espaces propres des matrices suivantes et diagonaliser, lorsque

c’est possible, ces matrices :

0 1 -1 -2 1 1 3 2 =2 4 2 =2
Ar=11 2 1|, A= 8 1 5|, A43=| -1 0 1 |, Ay=|15 -1
-1 1 2 4 3 -3 1 1 1 3 1

cos(f) —sin(6) 001 L 00

s= 1. , Ag=|1 0 0| € .#3(C), Bs=aA2+bA¢+cl3, B=|-1 1 1

(sm(@) cos(6) ) 01 0 10 9

Exercice 4
Déterminer les polynémes caractéristiques des matrices de .#,(R) suivantes :

01 0 ...0 0 0 —ap

o 0o 1 . : 1 :
J=1: - 0 et A= 1o

0 . .1 : . .0 :

1 0 ... 0 O 0O ... 0 1 —ap_

Indication : Pour J, cherchez un polynéme annulateur minimal. Pour A, développez par rapport d la « plus
mauvaise » colonne — en déduire que tout polynome unitaire est un x4 pour une matrice A a préciser.

Exercice 5 (D’apres CCP 2018)
On définit Papplication ® de R, [X] dans lui-méme par :

VP € R,[X] ®(P)=(X?-1)P"+XP
1) Montrer que ® est un endomorphisme de R,,[X].

2) Déterminer la matrice de ® dans la base canonique (1, X, ..., X") de R,[X]. Calculer la trace de ®.

3) L’endomorphisme est-il diagonalisable 7

Exercice 6
Soit a,b,c € R et f définie sur Ry, [X] par f(P)(X) = (X —a)(X —b)P'(X) — (2nX —n(a + b) + ¢)P(X).
Montrer que f est un endomorphisme, dont on déterminera les éléments propres (vecteurs propres et valeurs

propres).
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Exercice 7
Soit £ un R-espace vectoriel fixé. Soit f € Z(F), a, f € R tels que

f2=(a+B)f+aBidp=0

1) Supposons a, 8 € R*. Montrer que f est inversible et exprimer f~1 & I’aide d’un polynéme en f.
2) Désormais, a # (5. Montrer que f est diagonalisable. Déterminer les spectres possibles de f.
3) Montrer que Ker (f —aidg) =Im (f — fid ).

Exercice 8
Soit E un R-espace vectoriel fixé et u € Z(E).

1) On suppose E de dimension finie. Montrer, sans utiliser le théoréeme de Cayley Hamilton, qu’il existe
un polynéme annulateur de u.

2) En considérant u : P — P’ sur E = R[X], montrer que ce n’est plus forcément le cas en dimension
quelconque.

Exercice 9

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie et u € Z(E) inversible.

Montrer que u? diagonalisable entraine u diagonalisable.

Trouver une condition nécessaire et suffisante sur u pour avoir 'implication lorsque u n’est pas inversible.

Exercice 10
Soit f,g € & (R?’) dont les matrices dans la base canonique de R?® sont respectivement

3 1
01 0 5 T3

Aj=[1 0 0 et  A,=|_L1 3
00 —1 2 2
0 0

1) Montrer que les matrices Ay et A, sont diagonalisables (pour 5/2 : sans calculs).
2) Vérifier que les endomorphismes f et g commutent.

3) Déterminer tous les vecteurs propres de f associés a la valeur propre 1. Vérifier que ces vecteurs sont
aussi vecteurs propres de g.

4) Déterminer le sous-espace propre de f associé a la valeur propre —1. Vérifier que ce sous-espace est
stable par g.

5) Construire une base &' = (g1, 9, 3) de diagonalisation commune & f et g.
6) Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et f,g € Z(E) qui commutent. Montrer que, si f

et g sont diagonalisables (resp. trigonalisable) , ils le sont dans une méme base.

Exercice 11

1 0 —4
La matrice A= |0 9 2 | est-elle diagonalisable ?
00 2

1) Diagonaliser A, donner la matrice de passage et son inverse.
2) Déterminer toutes les matrices M’ telles que M 2= D, ou D est la matrice diagonale obtenue en 1.
3) En déduire toutes les matrices M telles que M? = A.

Exercice 12

Montrer qu’une somme (puis un produit) de matrices diagonalisables n’est pas forcément diagonalisable.
On pourra chercher des matrices 2 x 2 triangulaires.

Exercice 13
Montrer que M et 'M ont mémes valeurs propres.
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Exercice 14

1 0
Trouver a € R tel que A= | a 1| admette 2 pour valeur propre. Réduire la matrice.
0 3

Exercice 15

Les matrices A = 1 _1> et B = (_11 _32> sont-elles semblables ?

Exercice 16

Montrer que A= | 0 0 1 J]eteB=| 0 —1 1 | sontsemblables.
-1 -3 -3 0o 0 -1

Exercice 17
Soit ¢ : Mp(R) — M,(R) défini par (M) = M. Valeurs propres (Indication : calculer ¢?), sous-espaces
propres. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ? Trace de . Quelle est la nature géométrique de ¢ 7

Exercice 18

1 0 00

13 , . . 0100

On pose A = g o) ua I’endomorphisme de .#5(R) défini par ua(M) = MA, et B = 30 2 0
0 3 0 2

1) La matrice A est-elle diagonalisable ?

2) La matrice B est-elle diagonalisable ? Si oui, préciser une base de vecteurs propres.

1 0 00 0 1 0 0
E11<0 O) E21<1 0) E12<0 0) EQQ(O 1)

a) Vérifier que la famille Z = (E11, E21, E12, Fa2) est une base de .Z5(R).
b) Calculer ua(E;;) pour tout 1 < 4,j < 2. Donner la matrice de u4 dans la base 4.

3) On pose :

¢) L’endomorphisme u4 est-il diagonalisable? Si oui, préciser ses valeurs propres et une base de
vecteurs propres de uy (on rappelle qu’ici un vecteur propre sera une matrice de .#2(R)).

d) Sans calcul de valeur propre ou de vecteur propre, pour une matrice A € .#,(K) quelconque,
montrer que A diagonalisable si et seulement si uy : M — M A diagonalisable.
Montrer que dim E)(uy) = ndim Ey(A) pour tout A € Sp (A).

Exercice 19
Soient E = (°°(R) C RY I’espace des suites réelles bornées et A : E — E 'endomorphisme défini par

A(“)n = Un+1 — Un
Déterminer les valeurs propres de A.

Exercice 20

Soit E le sous-espace vectoriel de €°(R,R) des fonctions ayant une limite nulle en =+oo.
Soit u définie sur E par u(f)(z) = f(2z).

Montrer que u est un endomorphisme, puis que u n’a pas de valeurs propres.
Indication : si u(f) = A\f, regarder u"(f)(zx).

Exercice 21
Soit A € #,(R) telle que A> = 24 — A. Montrer que Tr A € Z.

Exercice 22
Soit A € #,(R) telle que A3 + A% + A = 0. Montrer que rg (A) est pair.
Indication : On pourra étudier la multiplicité des valeurs propres, puis la dimension des sous-espaces propres.
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Exercice 23
Soit E un espace vectoriel de dimension 3 de base B = (e1,ez,e3) et f € Z(E) de matrice A =
2 -1 1
0 1 1| dans la base 4.
-1 1 1
1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f, I’endomorphisme f est-il diagonali-
sable 7
2) On note €} un vecteur propre pour la plus grande des deux valeurs propres, et e, un vecteur propre
pour 'autre valeur propre. Vérifier que %' = (e}, €}, e3) est une base de E. Donner la matrice T' de
I'application f dans la base %',
3) Calculer T" pour n € N*. Calculer T}, puis 7™ pour n € Z.
4) En déduire A" pour n € Z.

Exercice 24

Tptyl = 2Ty — Yn + 2n
Soit S le systeme Ynt+l = Yn + 2Zn avec (0, Y0, 20) € R fixés
Zpn+tl = —Tp + Yn + 2n

1) Ecrire le systeme sous forme matricielle X, 11 = AX,,. Exprimer X,, en fonction de A, de Xy et de n.

2) A Daide des résultats de 'exercice exprimer x,, y, et z, en fonction de xg, Yo, zo et de n.

Exercice 25
Soit & le systeme d’équations différentielles

¥ = 20 — y + =z z(0) = -1
y = y + =z avec y(0) = 2
o= -z + y + 2 200 = 0

1) Ecrire le systéme sous forme matricielle X' = AX et, & l'aide des résultats de 1’exercice [23| réduire A.
2) Dans la nouvelle base, résoudre le systéme d’équations différentielles X| = T X.
3) En déduire les solutions X de & a I'aide de la matrice de passage.
£2
4) Méme exercice avec le systéme X' = AX + B(t) ot B(t) = | 0

et

Exercice 26
Réduire les matrices de l'exercice [3] non diagonalisables.

Exercice 27 (suites récurrentes linéaires)
Soit (a1, ag) € R? tel que ag # 0. On cherche & décrire 'ensemble . des suites (uy,) vérifiant

Vn € N Up42 = AoUn + A1 Un+1

1) Ecrire un systéme Xpt1 = AX,, ou la matrice A € #5(R) dépend de a;y et ag, X, de u, et uyy.

2) Etude de A : Déterminer le polynome caractéristique de A. Est-ce que A peut-étre diagonalisable avec
une seule valeur propre ? Décrire les trois situations possibles, en donnant un critére.

3) Cas A >0 : en posant P = (gll 212> la matrice de passage et \; les valeurs propres, montrer que
21 P22

Uy = Cl)\? + Cg)\g
ou C; et Cy € R dépendent des conditions initiales (ug,u1).

4) Cas A <0 : En se plagant dans .#5(C), montrer que
Uy, = CIA™ + Co "

ou C et Cy € C dépendent des conditions initiales (ug,u1), et A = re'? e C.
Puis, en utilisant le fait que u, € R, donc R(u,) = u,, trouvez une formule sans complexes.
5) Traiter le cas A = 0.



