Exercices : Réduction |

Exercice 1
Soit f endomorphisme de R® de matrice dans la base canonique

-5 -8 4
M=]10 3 0
-8 -8 7

1) Déterminer le polynoéme caractéristique, les valeurs propres (on vérifiera ses calculs a 'aide de la trace)
et les sous-espaces propres de f.

2) Donner une base %’ de vecteurs propres, la matrice D de f dans cette base, et la matrice de changement
de base P. Donner la formule liant M, P et D.

3) Déterminer la matrice de fk dans la base %’ puis dans la base canonique.

Exercice 2 2 -1 3
Montrer que M = |1 0 1] est diagonalisable : Calculer le polynéme caractéristique et donner une
1 -1 2

matrice diagonale semblable & M sans calculer les sous-espaces propres.

Exercice 3
Calculer le polynéme caractéristique et les sous-espaces propres
des matrices suivantes et diagonaliser, lorsque c’est possible, ces matrices :

21 1 3 2 -2 4 2 —2 .
A= 8 1 5|, Ap=| 10 1 |, A43=|15 -1 ], A4:<C9S(6) _Sln(0)>
4 3 -3 1 1 0 13 1 sin(f)  cos(6)

00 1 0 1 -1 1 00

As= 11 0 0| € #3(C), Bs=aA?+bAs+cl3, A=|1 2 1|, B=|[-1 11

010 11 2 1 0 2

Exercice 4
Soit ¢ € .Z(R3) dont la matrice dans la base canonique de R?® est donnée par

11 -1
A, =111 1
11 1
1) Calculer le polynéme caractéristique de la matrice A,. Déterminer les valeurs propres de cette matrice.
Quelle est la dimension des sous-espaces propres? A quelle matrice diagonale est-elle semblable ?
2) Déterminer une base (¢, c2, c3) de vecteurs propres de .
3) On pose Dy = Vect (c1). Montrer que D; est stable par .
4) On pose P; = Vect (c2, c3). Montrer que P; est stable par .

Exercice 5
On définit lapplication ® de R,,[X] par :

VP € R,[X] ®(P)=(X*-1)P"+XP

1) Montrer que ® est un endomorphisme de R,,[X].
2) Pour tout k € {0,...,n}, déterminer ®(X*). En déduire Ker ®.
3) Déterminer la matrice de ® dans la base canonique (1, X,..., X") de R, [X]. Calculer la trace de ®.

4) Quelles sont les valeurs propres de ® ? L’endomorphisme est-il diagonalisable ?
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Exercice 6 (OT 149 — 2011)

Soit a,b,c € R et f définie sur Ry, [X] par f(P)(X) = (X —a)(X —b)P'(X) — (2nX — n(a +b) + ¢)P(X).
Montrer que f est un endomorphisme, dont on déterminera les éléments propres (vecteurs propres et valeurs
propres).

Exercice 7
Soit f,g e & (R?’) dont les matrices dans la base canonique de R?® sont respectivement

1 0 O 0 1 1
A=10 0 -1 et B=]1-11 -1
01 2 1 1 3

1) Montrer que f et g commutent.
2) Déterminer les valeurs propres et les sous-espace propre de f et g.
Les matrices A et B sont-elles diagonalisables ? trigonalisables ?

3) On note e; un vecteur propre de g associé a la valeur propre 2. En utilisant I’exercice 5)b) de la feuille
« Algebre Linéaire », déterminer un vecteur es non colinéaire a e; tel que le sous-espace Vect (e, e2)
soit stable par f et par g.

4) Construire une base &' = (e, €2, e3) de trigonalisation commune a f et g.

Plus généralement, si f et g commutent et sont diagonalisables (resp trigonalisables), alors ils sont diago-
nalisables dans une méme base. C’est une conséquence de ’exercice 4 de la feuille d’algebre linéaire, ou 'on
a montré que fog=go f = g(Ker f) C Ker f.

Exercice 8 1 0 —4
La matrice A= |0 9 2 | est-elle diagonalisable ?
0 0 2

1) Diagonaliser A, donner la matrice de passage et son inverse.
2) Déterminer toutes les matrices M’ telles que M 2= D, ou D est la matrice diagonale obtenue en 1.

3) En déduire toutes les matrices M telles que M? = A.

Exercice 9
Montrer qu’une somme (puis un produit) de matrices diagonalisables n’est pas forcément diagonalisable.
On pourra chercher des matrices 2 x 2 triangulaires.

Exercice 10

Montrer que M et 'M ont mémes valeurs propres.

Exercice 11 1 -1 0

Trouver a € R tel que A= | a 1| admette 2 pour valeur propre.
0 3

1
a+1

Les matrices A =

Exercice 12
(4

1 _1> et B = < 1 _32> sont-elles semblables ?

Exercice 13 0 1 0 -1 1 0
Montrer que A= | 0 0 1 |eteB=] 0 —1 1 | sont semblables.
-1 -3 -3 0 0 -1

Exercice 14
Soit ¢ : My(R) — Mp(R) défini par (M) = "M. Valeurs propres, sous-espaces propres (Indication :
calculer <p2). L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ? Trace de . Quelle est la nature géométrique de ¢ ?
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Exercice 15
Soient £ = (*°(R) C RN Despace des suites réelles bornées et A : E — E I'endomorphisme défini par

A(u)n = Up+1 — Up
Déterminer les valeurs propres de A.

Exercice 16

Soit E le sous-espace vectoriel de €°(R,R) des fonctions ayant une limite nulle en =oo.
Soit u définie sur E par u(f)(z) = f(2x).

Montrer que u est un endomorphisme, puis que w n’a pas de valeurs propres.
Indication : si u(f) = Af, regarder u"(f)(x).

Exercice 17

Soit E le sous-espace vectoriel de €°(R,R) des fonctions ayant une limite finie en +o00. Soit 7' définie sur
E par T(f)(z) = f(x +1).

Montrer que T est un endomorphisme, puis trouver les valeurs propres de T

Exercice 18 (inspiré de ATS 2010)

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 de base & = (ej,ez,e3) et f € Z(F) de matrice A =
2 -1 1
0 1 1] dansla base #.
-1 1 1

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f, 'endomorphisme f est-il diagonali-
sable 7

2) On note €] un vecteur propre pour la plus grande des deux valeurs propres, et e, un vecteur propre
pour 'autre valeur propre. Vérifier que %' = (e}, €}, e3) est une base de E. Donner la matrice T' de
I'application f dans la base %',

3) Calculer T" pour n € N*. Calculer 7™, puis 7" pour n € Z.
4) En déduire A" pour n € Z.

Exercice 19 Tpn+l = 2TZn — Yn + 2n
Soit S le systeme Ynt+l = Yn + 2Zn avec (0, Y0, 20) € R3 fixés
Zn+l = —Tp + Yn + 2Zn

1) Ecrire le systéme sous forme matricielle Xn+1 = AX,,. Exprimer X,, en fonction de A4, de Xg et de n.

2) A Daide des résultats de 'exercice exprimer x,, y, et z, en fonction de xg, Yo, zo et de n.

Exercice 20
Soit & le systeme d’équations différentielles

¥ o= 20 — y + =z z(0) = -1
y = y + oz avec y(0) = 2
= - + oy + 2 200 = 0

1) Ecrire le systéme sous forme matricielle X' = AX et, & Paide des résultats de 1’exercice [L§| réduire A.
2) Dans la nouvelle base, résoudre le systéme d’équations différentielles X| = T X.
3) En déduire les solutions X de & a 'aide de la matrice de passage.
£2
4) Méme exercice avec le systéme X' = AX + B(t) o B(t) = | 0

€t

Exercice 21
Réduire les matrices de ’exercice [3| non diagonalisables, en complétant les familles libres de vecteurs propres
obtenues en des bases de R3.
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Exercice 22 (suites récurrentes linéaires)
Le but de cet exercice est de prouver le théoreme du cours sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

Soit (a1,ag) € R? tel que ag # 0. On cherche & décrire ensemble .7 des suites (uy,) vérifiant
Vn € N Up4+2 = AoUp + A1Un+1

1) Ecrire un systéme X, 11 = AX,,, oil la matrice A € A>(R) dépend de a; et ag, X, de uy et up41.

2) Etude de A : Déterminer le polyndme caractéristique de A. Est-ce que A peut-étre diagonalisable avec
une seule valeur propre ? Décrire les trois situations possibles, en donnant un critere.

3) Cas A >0 : en posant P = (ﬁ 1 2]; 12) la matrice de passage et \; les valeurs propres, montrer que
21 P22
Up = Cl)\? + CQ)\S

ou C et Cy € R dépendent des conditions initiales (ug, u1).
4) Cas A < 0 : En se placant dans .#5(C), montrer que

Uy, = C1A" + CQXn

ou C et Cy € C dépendent des conditions initiales (ug,u1), et A = re’ e C.
Puis, en utilisant le fait que u, € R, donc R(u,) = u,, retrouvez la formule du théoréme.

5) Cas A = 0. Retrouvez la formule du théoréme. La valeur propre A peut-elle étre nulle ?

Exercice 23
Déterminer ’ensemble des suites récurrentes vérifiant

1) upt3 = —6uy + Supt1 + 2upyo 2) Upts = —Up — 3Upt1 — SUpyo (cf. ex



