Lycée St Joseph Pour le jeudi 6 février 2020
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 6

Correction

Exercice 1 (E3A MP 2017)

Il s’agit de I’étude d’une marche aléatoire, objet d’étude classique en probabilités, et donc classique dans les
sujets de concours.

1) Voici les deux fonctions.

def deplacement(L, a, b):
if L :

return (a+1, b)
if L

TCUoR W N

return (a, b+1)

8| def chemin(m):
9 a, b = (0, 0)

10 Lx, Ly = [al, [b]
11 for car in m:
12 a, b = deplacement(car, a, b)
13 Lx.append(a)
14 Ly.append (b)
15 return L
. v

2) a) Ilya 2’ trajets comportant exactement ¢ étapes.
b) Si vous énumérez, soyez systématique rangez les trajets dans un ordre logique, pour ne pas en oublier.
Le nombre de trajets reliant l'origine au point de coordonnées (3,2) est égal au nombre de
placement différents possibles de 2 « N » dans une chaine de 5 caracteres, donc

-

¢) Le nombre de trajets reliant 1’origine au point de coordonnées (a, b) est égal au nombre de place-
ment différents possibles de a « E » dans une chaine de a + b caracteéres, donc

()

Testez votre résultat pour a et b petits, par exemple avec la question précédente.

3) a) Comme U; = (E; N Na) U (NiNE3), et que cette union est disjointe,

1

1
P(U1>:§X§+



https://fr.wikipedia.org/wiki/Marche_al%C3%A9atoire
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b)

d)

)

Il y a le méme nombre de chemins reliant le point de coordonnées (a,b) au point de coordonnées
(¢,d) que de chemins reliant le point de coordonnées (0,0) au point de coordonnées (¢ —a,d —b),

calculé en 2)c) :
Card 0% = Card ¢(¢7 %40 = (C o b)>

—~

c,
a,b) (0:0) c—a

(n—1,n) 2n — 2
Con™ = <n—1)

Notons ng’;g = C((g’,g)) - T((;’g)) I'ensemble des chemins reliant le point de coordonnées (a,b) a celui

Donc

de coordonnées (c,d) et coupant la droite d’équation y = x.

D’apres I’énoncé, Card TE%; = Card C((g’j)) dans le cas qui nous intéresse — c’est-a-dire (a,b) et
(c,d) dans le méme ordre, i.e. du méme coté de la droite y = z. (C'est le principe de réflexion).
Donc ici, avec (a,b) = (0,1) et (¢,d) = (n — 1,n),

7(’”’717”) _ (n—l,n) - (n—27n) . 2n — 2
Card T o1y = Card C(l,o) = Card C(O,O) = ( i )

Par définition,

(n—1,;n) _ ~(n—1n) m(n—1n)
Tony " =Con  —Twy

Donc, d’apres 3)b) et 3)c),

(n—1m) _ (2n—2 _ 2n — 2
Card T(071) = <n _q ) < .
(2n —2)! (2n —2)!

T m-Dln-1! (n—2)nl
(2n — 2)! ( 1 1)

~ (2n—-2)!
~ nl(n—1)!
Conclusion : | Card T((;fl) "= nlln —1)!
Par symétrie du probleme, la transformation (z,y) — (y, ) est une bijection qui envoie T((gll—)l,n)
sur T((ﬁg*l). Donc
(1) _ (2n=2)!
Card Tho = nl(n —1)!

Toujours commencer par les événements.

Soit n € N, n > 2. I’événement U,, se décompose en U,, = (U, N E1) U (U, N N1), ot 'union est
disjointe ((E7, N7) est un systéme complet d’événements).

De plus U, N E; = U, N E1 N N, : pour arriver en (n,n) en étant parti vers l'est, sans couper
y = x, le dernier mouvement est nécessairement vers le nord : la droite y = = reste au nord
pendant tout le trajet.

L’ensemble des trajets satisfaisant U, N F1 N N,, est en bijection avec T’ (([;L 1_)1’n) . Donc d’apres 2)a)
et 3)d),

Card Tj""" 1 (2n—2)!

P(U,NE1NN,) = 22n = 22 pl(n—1)!
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De méme, U, "Ny =U, N N1 NE, et P(U,NN;NE,)=P(U,NE;NN,), donc

1 (2n-2)!
P(Un) = 22n—1 % n!(n —1)!
n—1 n
De plus, (2n —2)! = H (2k —1)(2k) et n! = H k, donc
k=1 k=1
2n — 2)!
P(U,) = (2n —2)

[@n!] [2r1)(n = 1))

—_

(2k — 1)(2k)

ol

:11 n—1
I12x]] 2%
k=1 &k

-1

=1
nH (2k — 1)
k=1

e
k=1

En conclusion,

1x3x5x...x(2n—3)
PU,) =
(Un) 2x4x...x2n

Vous auriez pu passer de la premiere a la seconde formule en écrivant tout au brouillon avec des pointillés,

puis en prenant le temps de traduire par des produit | |

k=...
4 a) vnpr  (2n)12*aln—1)!  2n(2n-1) 2n-1 2n42-3 3
S22t l(p 4+ Dinl(2n —-2)! 22p(n+1) 2n+2 2n+2 2n + 2
2
Donc, comme In(1 —z) = —z — % + o(z?) = —z + O(z?),
Un+1 3 3 1
n(%) n( 2n+2> 2n—i—2+ (nQ)

, 3
Par conséquent a = —5 et

1n<1}n+1> _ _:3/2_’_0(12)
Un n——+oo n n

A partir du moment ot vous connaissez vos DL usuels et prenez votre temps, cette question ne présente

aucune difficulté.

b) Ezercice classique : exercice 3, feuille sur les séries numériques.
n+1 1

1 1
Pour tout n € N*, posons u, = — — / n dt. La fonction t — n est continue, décroissante sur
n n
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[1,4+00], donc
1 1 1
Vn € N*, Vvt € [n,n + 1], <-< =
n+l "t " n
n+1 1 n+1 1 n+l 1
=Vn € N, / dt < / —dt < / —dt  Par croissance de l'intégrale.
1 n+lq 1
=—Vn € N¥, 7</ —dt < —
n-+1 n t n
. 1 1
=Vn € N*, ——<—u, <0
n+1l n
1
—=Vn € N*, O<up € /——
n(n+1)
o) ! ! tzl (Ri 2>1),d i t maj
r———~ —., ¢ — converge (Riemann, oo = onc par comparaison et majora-
n(n + 1) 77/2’ n2 g Y Y p p .]
+oo
tion, Zun converge. Notons v = Z Up. 11 vient,
n=1
N-1
Z Up =7+ o(1)
n=1
N-1 N-1 N-1 N-1
1 ntl 1 1 N1 1
OrZun: (——/ ft):< —)—/ fdt:< —) In N. D’ou
n=1 n=1 n n ¢ n=1 n 1 n=1 n
N-14
— = In(N 1
£ Nortoo (N) +7+0(1)

Soit N > 2. On reconnailt une somme télescopique :

N-1
Zl (UnH) = Z (lnvn_H —lnvn) =Ilnvy —Inv;

n=1

De plus v; = P(Uy) =

D’autre part, d’apres 4

vw\ o

d’apres 3)a).
a), il existe une suite (wy,) telle que
3/2 1
1n(“”+1>:—/+wn ol wn—O< 2)
Un, n n

Toujours donner des noms avant de sommer : on ne somme pas (jusqu’a N ) des o et des O.

“+o0o
Par comparaison, la série Z wy, converge, notons W = Z Wy 1l vient,
n=1
N-1 N-1 N-1
3 1
Z In (UnH) =—= —+ Wy
n=1 Un 2 n=1" =1
3 .
=——(In(N)+~v+o0(1)) + W +0(1) D’apres 4)b)

Donc Invy = —3/2In N + {—3/27+W—ln2} +o0(1). Notons K = —3/2y+ W —In 2. En passant

a 'exponentielle et en effectuant un développement limité de 60(1), nous obtenons

oK
vy = e 32N K o(l) — —(1+0(1))
N2

Par conséquent, avec k = e’ > 0,

~ 3
N—+oco N3
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d) La premiére partie de la question ne dépend que du résultat — donné — de la question 3)f).

1 (2n —2)! 1 (2n)!
(20 = Don = 2+ 2vnir = @n = Voo ¥ e = 200+ Dogaes X 0
1 2n — 2)! 1)2n(2n -1
22n ° pl(n —1)! (n+1)n
=0
Ainsi,
’Vn eN,n=>2, Unt+1 = (2n — v, — (2n + 1)vp ‘
N N
Ainsi, pour tout N > 2, Z Upt1 = Z [(271 —Dv, — 2n+ 1)vn+1}
n=2 n=2
=3vy — (2N + 1)on41 (somme télescopique)
, k 2k X -
Par conséquent, comme (2N + 1)vy ~ 2N = — vy, = 3vg. Puis,

N3/2 \/N’ ot

=1

= 1 1
PU,) = 4yg = — +4
ngl (Upn) = v1 + 4vy 2+ 2% 4

+oo
Ainsi, | Y P(U,) =1|.
n=1

Les U, sont deux a deux disjoints, donc
+oo
PlUU.| =D PU)=1
n=1 n=1

Ainsi, une marche aléatoire rencontre presque slirement la droite y = x.

Exercice 2 (Etude d’'une marche aléatoire)

Je vous rappelle une des méthode principales en probabilités : commencer par décrire précisément les événements.
Partie 1 (Calcul des probabilités)

1) A n=0,lepion est en A : Ay = Q est P'événement certain, et By = Cy = . Donc

\pozly QO:""O:O‘

Pour n = 1, on sait que 'on est parti de A, donc on applique le point 2 en « sachant que 'on part de
A. ». Rester sur place est ’événement A;, et By et (' consiste & se déplacer déplacer est 1’événement

‘pl =1/2, q1=nr= 1/4‘

2) 1l s’agit de calculer pp41, qni1 €t rpy1, donc de décrire Api1, Bpy1 et Cpiq. 1l faut prendre son temps, c’est
un grand classique. Soit n € N.

e Calcul de py41 : On applique la formule des probabilités totales a 1’aide du systéme complet
d’événements (A, By, Cy,) :

At = (A1 N 4,) U (Api 0 B U (A1 0 Gy)
Puis :

Pn+1 = P(An+1)
= Py, (An+1)P(Apn) + P, (Ant1)P(By) + Po, (Ant1)P(Cy)  (formule des probabilités totales)
1

1 1 .
= ipn + ZQn + Zrn (pOlIlt 2)

1
= Z(2pn + aqn + rn)
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e Calcul de ¢,+1 : On applique de méme la formule des probabilités totales a l'aide du méme
systéme complet d’événements :

Gn+1 = P(Bpn+1)
= Py, (Bn-i-l)P(An) + Pg, (Bn+1)P(Bn) + e, (Bn-l—l)P(Cn)

1
=1 (Pn + 2gn + 1) (point 2)

e Calcul de ¢n4+1 : De méme :

Tn+1 = PAn (Cn-i-l)P(An) + PBn (Cn-l-l)P(Bn) + PCn (Cn+l)P(Cn)

1
= Z(pn + gn + 2Tn)

Conclusion :

(VneN, V=MV,

3) Montrer que : il faut mettre un minimum d’étapes, donc ici faire la récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: Vo=M"V
est vraie pour tout n > 0.
e Hj : est vraie par hypothese : M = Is.
e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie.
Vo1 = MV, Question 2 précédente
= M"Y (Hn)
Donc Hp41 est vraie.
e Conclusion : |Vn > 0 Vo =M™V,

1
M™ est donnée par 1’énoncé, et Vo = | 0 |, donc il vient
0
4+ 2 1 n 2
Pn =g T3 T 3 m
S B B
=3 T3 3
S B
MT 3 T3 3o4m
. ) 1
4) En conclusion, comme lim =0,
n—+oo 3 - 4M
lim p,= lim ¢,= lim r,= -
n——+oo n——+o0 n——+o0 3

Lorsque le nombre de déplacement tends vers l'infini, ’emplacement du pion tends vers une loi uniforme
sur {4, B,C}.
Partie 2 (Nombre moyen de passages en A)

Pour n € N*, on note a,, le nombre moyen de passages du pion en A entre I’étape 1 et I’étape n et on définit

la variable aléatoire :
] 1si A, est réalisé

X, = - L e
" { 0 si A,, est réalisé

Lorsqu’on vous parle d’une variable aléatoire X, vous devez avoir le réflexe : X (Q) =7.



1) Pour n € N, la variable aléatoire X,, mesure si le pion est, ou non, en A a la n-iéme étape. Donc

‘ La variable aléatoire X + - -+ + X, mesure le nombre de passage en A entre I’étape 1 et ’étape n. ‘

L’espérance de cette variable aléatoire mesure la moyenne des valeurs que peut prendre cette variable,
pondérée par la loi de cette variable. Ainsi,

‘ E[X; + -+ + X,,] = a, le nombre moyen de passages du pion en A entre I’étape 1 et 'étape n ‘

2) Soit n € N*. X, (Q) = {0,1}, donc X,, suit une loi de Bernoulli. De plus, par définition de X,,,
P(X,, =1) = P(A,) = pn. Donc

X, — B(pn)
Par conséquent,
2
BXw) =pn =3+ 575
3) Par linéarité de l'espérance,
n
an = E( 3 Xk)
k=1
n
= > E(Xy)
k=1
n
= Zpk
k=1
En: (1 + 2 ) On woublie pas de rempl
— - D l ouotre pas ae rempiLacer
2 3 3. 4k n n e pa remplacer
131
= % + 6 kz::o 1* puis de calculer : série géométrique
n 1 1-1/4"
= 4.1
3 6 1-1/4
n 2 1
=550~ 3)

Conclusion :

Partie 3 (Temps d’attente avant le premier passage en B)

On définit la variable aléatoire Tp de la fagon suivante :

1. si le pion ne passe jamais en B, on pose T = 0;

2. sinon, Ty est le numéro de I’étape a laquelle le pion passe pour la premiere fois en B.
Nous allons déterminer la loi de T et son espérance.

1) Comme on commence en A, il n’est pas nécessaire d’indiquer ce qui se passe au temps 0 : on sera
forcément en A. Ainsi,

1
Donc | P(Tp=1)=q¢ = 1

De plus,
(TB = 2) = E N By



Or on sait — point 2 — que PBTL(BnJrl) = 1/4 pour tout n € N. Donc la formule des probabilités

— 1
composée s’écrit P(Tp = 2) = Pg(B2)P(B1) = 1(1 —q1), puis

3

2) Soit n € N. Si le pion n’est pas en B, il est en A ouen C :

\E:Anucn\

3) Vous pouvez faire un calcul, on attend donc un calcul plutot qu’une explication plus ou moins rigoureuse.
Comme B3N ByNB; = (B3 N Ay N E) U (Bg NCyN E), ol I'union est disjointe, donc
P(BsnByNBi) =P (BsNA;NBy) + P (BysnCyNBy)
La formule des probabilités composée s’écrit
P(Bg NAsN E) = PAQOE(B3)P(A2 N E)

1
Or la position en n + 1 ne dépend que de la position en n (point 1), donc P, 5-(B3) = Pa,(B3) = 1
Ainsi,
N 1 N
P(Bg NAsN Bl) = ZP(AQ N Bl)

De méme, P(B3NCyNBy) = Pe, 5 (B3)P(C2N B1) Par conséquent,

= Pc,(B3)P(C2 N By)
1 N
= EP(CQ N Bl)
P(ByNByNBi) =P (B3N AN Bi) + P (ByNCoNB1)  union disjointe By = Ay U Ch
1 — —
=1 (P(A2 NB;)+ P(Can Bl)) ci-dessus
1.
= ZP(BQ N By) union disjointe idem

De plus, comme P (B N By) # 0, la définition des probabilités composées nous donne :

P(BsNnByNBy) 1
P— —(Ba) = A R e V

4) Calcul de P(Tp = k) :

k
Soit k € N*. (Tp = k) = Bx N (ﬂ Bl), donc

k
=P ( X ) (Bk)P (ﬂ Bz> Probabilités composées
B

1 _
=-p (ﬂ Bi> Admis dans I’énoncé
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De plus, pour tout n € N, posons u,, = P ( Bl> ug = P(Q) =1.

&.
-

n
Upt1 = PE(Bn+1>P <ﬂ BZ> Probabilités composées, et By, 11 ne dépend que de n
i=1

=(1- PBTL(Bn—i-l))Un
3

= 7un

4

n
Donc pour tout n € N, u,, = (4) . Ainsi,

P(Ts =)= (i)k_l

Calcul de P(Tg = 0) : Comme Tp(2) = N, et que donc (T = k)ken forme un systéme complet
d’événements,

P(Tp = 0) = 1~ P(T; = 0)

+o0o
=1-) P(ITp=k)
k=1
+0o0 k
:1_1Z<3)
4= \4

Conclusion :

1
5) La variable aléatoire Tz suit une loi géométrique de parametre p = T donc elle admet une espérance
et

1
E(Tg)=-=4
(Ts) ;




