Lycée St Joseph Pour le jeudi 7 février 2019
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 6

Correction

Exercice 1 (INP PC 2018 — complet)

Partie I - Quelques résultats généraux

QL.n=0:Up=(X>-1)°=1e¢t|Lo=U =1
1
~ ol

1
n=2: U, = (X2 _ 1)2 done Ué _ 2(2X)(X2 —1) = 4(X3 — X) et Ué/ — 4(3X2 —1). Comme Ly = o1 é’a

n=1:U;=X*—-1let|L, U =X

1
Ly = 5(3X2 —1)

Q2. Comme deg(X 2_ 1) = 2, degU,, = 2n. De plus la formule du binome de Newton nous donne :

U, =(X?-1)" = zn: <Z> (—1)kx2n=2k = X2 L avec Q € Ry [X]
k=0

En dérivant n fois, il vient

U™ =2n@2n—1)...2n —n+1DX"+ Q™ ot degQ™ =degQ —n<n—1
|
_ (277;)'Xn+Q(n)
Ainsi,
, (2n)
L, est de degré n et a, = o (nl)?
On vérifie évidemment toutes ses formules sur les polynomes Ly, L1, Lo (et Lg si vous n'avez pas confiance en vous),

comme toujours dans ce genre de sujet sur une famille de polynomes. On vous demandait d’ailleurs fort aimablement
de les calculer a la premiere question.

Pour trouver la formule, on n’hésite pas a utiliser des pointillés, et a ajuster les derniers termes du produit en testant
pour n petit.

Q3. Montrons que (L, ..., Ly) est libre : Soit (A, ..., \,) € R™™ tels que
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Supposons qu'il existe i € [0,n] tel que \; # 0. Notons alors
io = max{i ‘ )\i 7'5 0}

(Cet ensemble est non vide et majoré par n donc admet un maximum). Ainsi, pour tout i > ig, A; = 0 et
I’équation [I] s’écrit alors

20: AL =0
=0

En isolant L;,, comme \;, # 0 par construction,
1 ol
Liy = =y > AL

0 =0

Et en regardant les degrésﬂ le membre de droite est de degré au plus ig — 1 et celui de gauche de degré iy
(d’apres 2). Ce qui est absurde.
Ainsi, Vi € [0,n], \; =0 et

La famille (Lg,..., Ly) est libre.

De plus c’est une famille de n + 1 vecteurs et dimR,,[X] = n + 1. Conclusion :

‘ La famille (Lo, ..., Ly) est une base de R, [X] ‘

Q4. Pour n € N*,
Up=[(X-DX+D]"=(X-1D)"(X+1)"

Ainsi,

U, a pour racines 1 de multiplicité n et —1 de multiplicité n ‘

Caractérisation de la multiplicité d’une racine :

o € R racine dordre m e N*de P <= P(a)=P'(a)=---=P™ D(a)=0 et P (a)#£0

En phrases : il y a exactement m annulations en dérivant (de P\° (o) =0 a P\™ l)(n) =0). Les polynomes, c’est un

peu du Python, on commence a compter a partir de 0.
Ce qui entraine en particulier : (o racine d’ordre m > 1 de P) = (« racine d’ordre m — 1 de P’).
Donc a = 1 est racine d’ordre n — 1 de U], et de meme pour o = —1 :

U =X -1)"'(X+1)"1Q avec Q€R[X]
De plus deg U;, = 2n — 1 donc deg @ = 1. Ainsi, Q = A\(X — «) avec A # 0 et a € R.
Montrons que a €] — 1, 1[. La fonction polynomiale U, est continue sur [0, 1], dérivable sur | — 1, 1[ puisque
¢ sur R, et Uy,(1) = U,(—1) = 0. Donc le théoréme de Rolle s’écrit
de €] —1,1], Uy (c)=0

Ainsi, comme il ne reste plus qu’une seule racine de U, , «, qui ne vaut ni 1 ni —1, « = ¢ €]—1, 1[. Conclusion :

Il existe v €] — 1,1[ et A € R tels que : U, = A(X — )" H(X 4+ 1)" (X - a)

1. Dans les polynomes, il faut toujours regarder le degré : c’est nombre entier, ce qui est plus facile a comprendre qu’un
polynéme, et il donne beaucoup d’informations — par exemple il majore le nombre de racines. Ici comparer les degrés suffit a
prouver que la famille est libre : toute famille de degré échelonné est libre.
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Q5. Comme n —k > 0, ag = —1 et a1 = —1 sont des racines de Uflk) par hypothese. Quitte a réordonner
les «;, on peut les supposer rangés par ordre croissant :

—1:a0<a1<---<ak<ak+1:1

Pour tout i € [0,k], la fonction U¥ est continue sur [oy, aiq1], dérivable sur Jag, az1] et U (oq) =
U%) (1) = 0. Done, comme (UF) = UK+ le théoréme de Rolle nous dit

3B €lay, aital, U () =0

Fixons By, ..., Bk qui convienne. Les (§; sont dans des intervalles disjoints, ils sont donc distincts et méme
—1< By < <P <1 De méme quau 4, 1 et —1 sont des racines d’ordre n — k — 1 de Uflkﬂ). Donc

UT(LkJrl) _ (X . 1)n7k71(X + 1)n7k71(X — Bl) - (X - ﬁk—i—l)Q avec Q € R[X]

En regardant prenant le degré, on trouve deg @ = 0. C’est-a-dire ) = v € R*. En conclusion :

11 existe des réels fy, ..., Or deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel v tels que :

U = p(X — 1" (X 4 1) (X = o) - (X — By)

Q6. Supposons n > 2. Montrons par récurrence que la propriété :

Hy, : 11 existe des réels a, ..., ax deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel p tels que :

UR = (X = 1)" HX +1)"FX —ay) - (X — o)
est vraie pour tout k € [1,n].
e H; :a été montré a la question 4. On pouvait aussi partir de Ho. en adaptant un pew la propriété.
o Hi = Hyy1: Soit k € [1,n—1]. Supposons Hy, vraie. A la question 5, nous avons prouvé qu'’il existe
des réels [y, ..., Bk deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel v tels que :
Uék—i_l) _ I/(X o 1)n—k—1(X + 1)n—k—1(X o 50) . (X . Bk)
C’est-a-dire Hyy1 est vraie.
e Conclusion : Vk € [1,n], Hj est vraie.
En particulier pour k£ = n : Il existe des réels ay, ..., a, deux a deux distincts dans | — 1, 1] et un réel u tels

que :

U = (X = "X+ (X = an) - (X — ) = [[(X - o)
=1

Ce résultat est aussi vrai pour n = 1: U] = 2X et a; = 0 € —1,1[. Comme L, est égal & U{™ & un scalaire
pres,

‘Pour n € N*, L,, admet n racines réelles simples, toutes dans | — 1, 1]. ‘

Partie II - Etude des éléments propres de endomorphisme Y

Q7. Montrons que ¢ est linéaire : Soit P,Q € R[X]* et A € R.
AP +Q) = (X2 -~ 1) (AP + Q)" +2X(\P + Q)
=AMX?2-1DP"+ (X% -1)Q" +2A\X P +2XQ'
= Xp(P) + ¢(Q)

Donc ¢ est linéaire.
Endomorphisme : Pour tout P € R[X], ¢(P) est un polyndme.

Pour ce point, il s’agit surtout de montrer au correcteur que vous saviez quoi regarder — il n’y a rien a faire.
Conclusion :
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‘np est un endomorphisme de R[X] ‘

Q8. Montrons que ¢(R,[X]) C R,[X] :

Q€ (R, [X]) = IP e R, [X], Q=¢(P)=(X?*-1)P" +2XP
— P € R,[X], degQ < max(deg((X? —1)P"),deg(XP))
Or deg((X? — 1)P”) 2 +deg(P") <2+ degP —2 < netdeg XP <n de méme.
= degQ <
== Q€ Rn[X]
On remarque que, si n = 0 ou 1, P” = 0 et le premier terme de ¢(P) est nul. D’ou la majoration :

deg((X? —1)P") <2+ deg P — 2. Le polynéme P” peut étre nul, et son degré —oo
Conclusion :

‘ R, [X] est stable par gp‘

Soit f € L(E) et F' un sous-espace vectoriel de E. Comme f(F)={f(x) | x € F}, on peut aussi rédiger ainsi :

reF = ...
= f(x) e F

Q9. Soit k € [1,n]. D’apres 8), ¢ laisse stable R[X], donc ¢, (X*) = o(X*) € Ri[X]. Ainsi
on(XF) = mop +mapX + -+ myp X5

Donc

‘ La matrice M est triangulaire supérieure ‘

De plus (un calcul effectif de o, (X*) nest pas trés compliqué
p J g ¥ I

on(XF)

(X2 - Dk(k—1)X*2 f 2X (kXF 1)
( —1)+ Qk)X"‘ k(k — 1)X*2
E(k+1)X* — k(k —1)X*2

Ainsi,

Vk € [[O,n]], Mik = k‘(k‘ + 1)

Q10. La matrice M est triangulaire, donc ses éléments diagonaux my, ; = k(k + 1) sont ses valeurs propres.
Or les ((k(k + 1))o<k<n sont deux a deux distincts : ¢, admet n + 1 valeurs propres 2 a 2 distinctes, et
dimR,[X] = n + 1. En conclusion,

’ ©p, est diagonalisable‘

Q11. Soit k € [0,n]. Uy = (X2 — 1)* et U}, = k(2X)(X? — 1)*"1. Donc
(X2 - 1)U, —2kXU, = (X2 = DE2X)(X2 - 1) — 26X (X2 - 1)F =0

Finalement,

Vk € [0,n], (X?—-1)U,—2kXU,=0

Q12. Rappel de la formule de Leibniz : si f et g sont de classe €,

(F)™ = Y- (Z) FEgnh

k=0
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Comme toujours, commencer par écrire la formule avec les notations du cours, puis traduire dans celles de l’énoncé. Si

vous ne vous souvenez plus de la formule, juste qu’il est question de (f¢ )<") et qu’il y a une somme, testez les premiers
(£ / g 2 g 1

termes : (fg)', (fg)" et (fg)". Vous reconnaitrez la formule du bindme et retrouverez la formule.

En dérivant (k + 1) fois {(X2 - 1)Uk}, comme (X2 — 1) = 0 pour tout i > 2,

k+1) k+1 ) »
[(X 1 Uk}( B Z (kﬁ-}- 1) B 1)(Z)U]§k+1 i+1)
2 .
_ Z (k + 1) 1)(i)U]5k+1—z+1)
=0
_ [kt ; )(X — U 4 (k“lLl>(2X)U,§’““) + (k"gl) @)U

= (x2 - 1)U 1ok + 1)xUF 4 (k 4+ DU

De méme pour 2k X Uy,

1
[QkXUk} (k+1) Z <k¢ + 1) (QX)( )U(kz—i-l—i)
=0

= 2kX)UFY 420k + )EUP
Donc, en dérivant (k + 1) fois le membre de gauche de la relation de la question 11, il vient
= (X2 )UF? 1ok + DXTE 4 (& + DEUP — 2ex)UFY — 2k + HUP
= [(x2 = 1| + 206+ )X = 26X U + [k + Dk — 206+ )R]0

Conclusion,

(x? =)o Laxut ki + o = o

Q13. Soit k € [0,n]. Comme Lj = Qkk|Ul£k)v

n(Lr) = (X? = 1)Ly +2X L
1

_ 2 (k+2) (k+1)
_W((X — DU axutY)

= 9kEl (k(k + 1)U1§k)> D’apres la question 12
= k(k+ 1)L

Conclusion : comme Ly # 0, (un vecteur propre est non nul)

‘Pour tout k € [0,n], Ly est un vecteur propre de ¢, pour la valeur propre A = k(k + 1) ‘

Q14. D’apres la question 13, le spectre de ¢, est
1S (wn) = {k(k+1) | k € [0,n]}]

Il y a donc n+ 1 = dimR,[X] valeurs propres distinctes (raisonnement déja tenu a la question 10), elles
sont par conséquent toute de multiplicité 1 :

vk € [[O,n]] dim Ek(k+1) =1

Or, pour tout k, d’apres 13, Ly € Ej ;41 (et non nul). Donc

Vk € [0,n] Ek(k—H) = Vect (Ly)
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Partie III - Distance au sous-espace vectoriel R, [ X]

15) e Pour tout P,Q € R[X], (P, Q) = / P(t)Q(t)dt existe car t — P(t)Q(t) est continue sur le segment

[_17 1]
e Pour tout P,Q, R € R[X], pour tout A € R,

<QP+@J§=/ﬂMP+QWﬂWMt
—/ AP(t)R(t) + Q(t)R(t)dt

1

= /\/ P(t)R(t)dt +/ Q(t)R(t)dt (par linéarité de l'intégrale)
-1

= MNP, R)+(Q,R),

donc (-, -) est linéaire a gauche.
e Pour tout P,Q € R[X],

@)= [ Pmewd= [ awroa =@ p),

donc (-, -) est symétrique.
e (-,-) est symétrique et linéaire a gauche, donc bilinéaire.
e Pour tout P € R[X],

(P,P) = /_ll(P(t))th >0

par positivité de l'intégrale (bornes dans le bon sens), donc (-, -) est positif.
e Soit P € R[X] tel que (P, P) = 0.
Comme t — P(t)? est continue et positive sur [—1,1] et —1 < 1,

(PP>_O<:>/ t))%dt = 0 < vVt € [-1,1], P(t) = 0.
Par suite, P a une infinité de racines, donc P est nul.

(-,+) est donc défini.
e (-,-) est donc un produit scalaire sur R[X].

16) Pour tout (P, Q) € R[X]?,
(p(P), Q) = / (22 = 1)P"(£) + 2tP'(£))Q(t)dt.

Posons u'(t) = (t* — 1)P"(t) + 2tP'(t), u(t) = (t* — 1)P'(t), v(t) = Q(t), v'(t) = Q'(t).

Comme u et v sont de classe C! sur [—1, 1], on peut intégrer par parties et on a :

(6(P),@) = [ (2 = 1)P"() + 2P )@

-1

@ -vPwen]' - [ @-nPoena= - [ - nPnna.

-1 -1

=0

Cette derniére écriture étant symétrique en P et (), on obtient :

(P, Q) € RIX]?, (p(P),Q) = (»(Q), P) = (P, o(Q))-

par symétrie de (-, -)
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17) Soit k et n deux entiers naturels distincts. On a :
k(k+ 1)(Lg, Ly) = (k(k + 1)L, Ly,) (linéarité & gauche)
= (o(Lk), Ln) (car Ly € Ej(r11)(¥))
= (L, ¢(Ly)) (d’apres la question précédente)
= (Lg,n(n+1)Ly,) (car Ly, € Ryy(n11)(9))
=n(n+ 1)(Lg, Ly,) (linéarité & droite),
donc (k(k +1) —n(n+ 1))(Lg, L,) = 0, donc (Lg, L,) = 0, car, comme (k(k + 1))gen+ est une suite
strictement croissante (cf. question 10), k(k + 1) # n(n + 1).
La famille (Ly,),en est donc bien orthogonale pour le produit scalaire (-, -).
Autre présentation de la preuve : ¢ est symétrique, donc si X # i, alors Ex 1 E,,. Puis reprendre la preuve
ci-dessus.
18) Soit n € N*.
Comme (Lo, ..., Ly—1) est une base de R,,_1[X] (cf. question 3), pour tout P € R,,_1[X], il existe n
n—1
réels ag, - - - an—1 tels que P = Z a; L;. Par suite,
=0
n—1
<P7 Ln> = aiLia Ln>
=0
n—1
= Z a;(L;, Ly,) (linéarité a gauche)
i=0
n—1
= 0 (car, pour tout i € [0,n — 1], i # n et d’apres la question
i=0
19) e Soit k et n deux entiers naturels distincts. On a :
2k+1 [2n+1
<Qka Qn> = <Lk7 Ln> =0,
2 2
donc la famille (Qy)nen est orthogonale pour le produit scalaire (-, -).
e De plus, pour tout n € N|
2n+1 2n+1 | 2
= L = =
donc (Qn)nen est une famille orthonormale pour le produit scalaire (-, -).
e De plus, pour tout P € R[X], en posant n = deg(P), il existe ay, ..., a, tels que
i " 2n+1
P=>alLi=>) (ai 5 | @i
=0 =0
donc la famille (Qy)nen est génératrice de R[X].
Comme elle est de plus libre (car orthogonale), c’est une base de R[X].
. ‘ (Qn)nen est donc une base orthonormale de R[X] pour le produit scalaire (-, -). ‘
20) Soit n € N.

e R, [X] est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R[X].

Donc, d’apres la caractérisation par la distance du projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de
dimension finie, il existe un unique polynéme 7, € R,,[X] tel que : d(P,R,[X]) = ||P — T,| et T}, est
le projeté orthogonal de P sur R, [X].

e D’apres le théoréeme de Pythagore,

1PI? = I Tull* + |1 P = Tl
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donc

d(P,Ry[X])* = ||P — T,||?

= IPI* = I Tl
n 2
= ||P|? - Z(P, Qr)Qr (projeté orthogonal dans une base orthonormée)
k=0
n
= |P|? - Z(P, Qr)? (car (Qg) est une famille orthonormale d’apres Q19.)
k=0
n
= IPI* = >_(e(P))%, ott c(P) = (P, Q).
k=0

n
21) e On a, pour tout n € N, Z:(ck(P))2 = ||P||? — d(P,R,[X]) < ||P|I*.

k=0
n
e De plus, la suite (Z(ck(P))2> est croissante, donc elle converge (croissante et majorée par
k=0 neN

1P1%).

+oo
e Par suite, la série Z(ck(P))2 converge et Z(Ck(P))Q < ||P||2 Je pense que la preuve ci-dessus est celle

k=0

attendue, mais il y a plus simple et on aboutit en plus d un résultat plus précis...
Soit P € R[X]. Posons n = deg(P).

2k +1 L .
Alors, pour tout k > n, (P,Qy) = 5 (P, L) =0 (d’apreés la question |1

D’ou Z(('ﬁ;‘.(P)2 converge (car (cj,(P))? est nul au-deld d’un certain rang) et

—+o0 n n

D (er(P)? =) (ar(P)? =) (P.Qw)* =P|

k=0 k=0 k=0

car (Qr)ogk<n €st une base orthonormée de R, [X].

Partie IV - Fonction génératrice

Les racines du trinome X2 — 2X — 1 sont

2+8 _2-\8
2 2

T =

doncr=ryetonar>2.
22) Soit z € [-1,1].
Montrons par récurrence que la propriété :

Hp o |Lnp(x)| <"

est vraie pour tout n > 0.
o Ho:Lop=1et r? =1, donc H est vraie.

e H; : Comme r > 2, |Li(z)] = |z| <1 <! Donc H; est vraie.
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o Hy 1,Hyn = Hpy1 : Soit n > 1. Supposons H,, et H,_1 vraies.

Lo ()] = [ 1)“2(‘_?1 iln1(2)
o @nA D] [L(x)| + n|Ln-1(z)]
= n+1
o (2n + 1)r" 4+t
n+1
_ 2n + 17‘” + n Tn—l g o _|_rn—1
n+1 n+1
= L(2r + 1) = 7712 (car 72 — 2r — 1 = 0)

n+1

(d’apres la relation admise)

(inégalité triangulaire)

(car |z| < 1 et d’apres Hy, et Hyp—1)

=r

Donc Hy41 est vraie.

e Conclusion : [Yn >0  |Ly(x)| < "]

11
23) Soit z € [—1,1]. Pourtoutté} - {,
rr

|Lp(2)t"] < r™t" = (rt)".
Or, rt € [0,1], donc la série géométrique Z(rt)” converge, donc, par comparaison, Z | Ly, (x)t"|

n=0 n=0
converge, donc Z L, (x)t" converge absolument, donc ¢ est dans le disque ouvert de convergence.
n=0
. 11 1
Par suite, | ——, —| est inclus dans le disque ouvert de convergence, donc R(x) > —.
rr r

24) Syt Z L, (2)t" est de classe C* sur son disque ouvert de convergence, donc en particulier sur

L

De plus, pour tout t € ] -, = [ par dérivation terme a terme a 'intérieur du domaine de convergence,
r’r

+oo
Si(t) = Z nLy(z)t" !
n=1
donc
+oo +o0
(1—2tw +t7)SL(t) + (t —2)S,(t) = (1 — 2tz +*) Y nLy(x)t" ' + (t — z) Z L (2)t"
n=1 =
—+o00 —+o00o
= Z nLy(z)t" ! Z 2nx Ly, (z)t" + Z nLy(z)t" T + Z L (z)t" T — Z x Ly (x)t"
n=0

+oo +o0o
= Z(n + 1)Lt (x Z 2nx Ly, (z)t" + Z(n — 1) Lp_1(2)t" + Z Ly—1(x)t" — Z x Ly (z)t"
n=0 n=1 n=0

= (Ll + Jio:o (n+1)Lpt1(z ) Z 2nxLy,( <J§:O(n —1)Lp—q(2)t" — 0)

n=1 n=1

“+oo
+ Z Ly—q1(x)t" — <1:Lg(93) + Z :ULn(:U)t”>
n=1

= Li(x) — xLo(x) + Z n+1)Lyy1(x) — 2nxLy(z) + (n — 1) Ly—1(x) + Ly—1(x) — xLy(x)) t"

+o0o
=z -2+ ((n+1)Lnp1(x) — (2n+ 1)xLp(x) + nLn_1(2)) "

n=1

=0 d’aprés la relation vérifiée par L,

=0,
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25)

26)

10

donc S, vérifie bien 'équation différentielle : (1 — 2tz + t)y’ + (t — z)y = 0.

11
e Pour tout = € [—1, 1], pour tout t € ], [,
ror
1 2
20t <2-x1=> < 1<1+t%
r T car r>2

donc 1 — 2tz + t2 > 0.
Par suite,
t—x

1=+ +(t—a)y=0=y + ———————y =0,
( T+ 7)Y + (- a)y VT o Y

— 1
Une primitive de t — Ta:x—kﬁ est t — B In(1 — 2tz 4 t?) (car 1 — 2tz +t* > 0).
Les solutions de ’équation homogene (1 — 2tz + t2)y’ + (t — x)y = 0 sont donc de la forme :
1 C
t— Cex (—ln 1 — 2tz + 2 ) =
P 2 ( ) V1—=2tx +t2

11
e S, est une solution de (1 — 2tz + t2)y' + (t — z)y = 0 sur ]—, [, donc il existe C' € R tel que :
r’r

11 C
Vte}—,{, Sp(t) = ——.
ror V1 —2tx + t2
Enfin, S;(0) = Lo =1 donc£—1<:>0—1
y Pz — Lo —4, \/I_ -
e On a donc bien,
11 1
Ve e [-1,1], Vte |—,— |, Ly(o)t" = ——.
[ ] } r’r nz:%) (@) t2 —2xt +1

11
e En prenant t =0 € ] -, - [ dans I’égalité obtenue en on obtient
rr

Vo e [-1,1], Lo(z) =1,

donc Ly — 1 a une infinité de racines (tous les éléments de [—1, 1]), donc Ly — 1 = 0, donc Lo = 1.
e En dérivant la relation obtenue en [25] on obtient :

117 X 2(t —
Vo e [—1,1], Vte]—, , ZnLn(a:)tnfl =— (t-2) .
T = 2(t2 — 2xt + V)Vit? — 2zt + 1
11 .
En prenant t =0 € ]—, - [, on obtient
T
—2zx
Ll(ﬂf) = —T =,
donc le polynéme L; — X a une infinité de racines (les éléments de [—1,1]), donc L; — X = 0, donc
L, =X.
e En dérivant une seconde fois, on obtient :
11
Vr e [-1,1], Vt € }—, -1, Z n(n — 1)L, (x)t" 2 = ... (calcul inutile, on veut juste I'idée)
T
n=2

11 i
En prenant t =0 € |——, —|, on va obtenir
r'r

2L5(x) = 322 — 1(vu ce que P'on a obtenu en question 1),

donc le polynéme 2L, —3X?+1 a une infinité de racines (les éléments de [—1, 1]), donc 2Ly —3X?+1 = 0,
1
donc Lo = 5(3X2 —1).
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Partie V - Expression intégrale des polynomes de Legendre
27) Soit n € N. Un module se calcule au carré, puis on prend la racine.
vl € [—m, 7] U (0)]? = 2" (cos® 6 4 sin” O cos® u)™ < t2"(cos? O + sin? §)" = ¢*"
Par conséquent, V0 € [—m, 7], |vn,(6)] < |t]", et en passant au sup pour 6 € [—7, 7],
[onlloo < [2]"
Or, comme |t| < 1, la série géométrique Z |t|™ converge. Donc, par majoration, Z |lvnlleo converge.
Conclusion :
Zvn converge normalement sur [—7, 7]
28) On vous demande de déterminer la somme d’une série, sans plus d’indication : elle donc ... soit géométrique,

11

soit télescopique.
Soit t €] — 1,1[ et u € [—m, 7] fixés. Zvn converge normalement donc simplement sur [—m, 7.
Soit ¢ = t(cosf +isinf cosu). Comme |g| < |t| < 1 d’apres ci-dessus, on a

+o0 I
S(u) _nZ::ovn(U) —nX::Oq 1—q 1—t(cosf+isinfcosu)

donc finalement,
1

T1- t(cos @ +isinf cosu)

Vu € [—m, 7] S(u)

Théoréme d’intégration terme a terme :

e Pour tout n € N, v, est continue sur [—m, 7| ;

. E vy, converge normalement donc uniformément vers S sur [—m, 7] d’aprés la question 1.

™
Alors, d’aprés le théoreme d’intégration terme a terme, la série Z / v (u) du converge et
—T

/:;izvn(u) du = 2/1%@) du

Par conséquent,

+oo +oo 1 T
Z wy (0)t" = Z o /_7r v (u) du
n=0 n=0
17X
= 2—/ Z vp(u) du Par intégration terme a terme
T J—m n=0
1 /7r du
© 21 Jon 1 —t(cosf +isinf cosu)
Conclusion :
—+o00
1 7 du
Vi e-1,1], Ot = —
] [ an( ) 27 J_r 1 —tcosO — itsinf cosu

n=0
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29) Effectuons le changement de variable v = 7 — w (c’est un intégrale sur un segment, pas besoin de prendre
des gants et un théoreme).
™ cos u 0 cos(m — v)
" du = -1)d
/0 1+ aZcos?u " /77 1+ a? cos?(m —U)( ) dv
—cosv
N 1+ a2cos?v
Conclusion :
i cos U
——————du=0
/0 1+ a?cos?2u Y
30) Posons u = Arctan v. La fonction Arctan est €', strictement croissante et bijective de [0, +oo[ vers
[0, 7/2[. De plus
dv
72:1+tan2u:1—|—02 et du= 3
cos? u 14w
Donc, d’apres le théoréme de changement de variable, les deux intégrales sont de méme nature — donc
convergentes ici — et
/3 du /*00 1 dv
2 2, 2
o 14+ a®cos*u 0 1iu2
o0 1
= — dv
/ 1+ 02+ a?
+o0 L
/ v 1+a? do
\/1 + a? 14 (2 )2
V1+a?
1 v +oo
= ——— |Arctan ()
V1 + a? [ V1+a2/]lg
B 1 U
V1+a?2
Finalement,
/75 du . 1
0 l+a2cos?u 2 +1+a2
e i 1 3 1
31) Préliminaire : comme cos(m—u) = — cos(u) pour tout u € R, / — 5 du= / 5 du
gl—i—a Ccos* U o 14 a®cos“u
et -
T 1 2 1
——du=2 / ——— du
/0 14+ a2?cos?u o 1+a2cos?u
Puis
s ™
/ S(u) du = 2/ S(u) du car S est paire
-7 0
T™ 1—tcosf +itsinfcosu
=2 du roduit par la quantité conjuguée
/0 (1 —tcosf)2 + t2sin? O cos?u P P E e
2 4 1 2itsin /“ cosu
= du +
1—tcosf Jo 1+a?cos’u (1—tcosh)? Jo 1+ a?cos?u
‘ tsin 6
avec @ = |————
1—tcosd
2 T 2itsin
= X x 0 d’apres les questions [29| et [30
1—tcos# \/1+a2+(1—t0050)2 P 4
2 s
T 1—tcost % 2
- tsin 0
L+ (17i cos@)
27

12

V1 —2tcosh +t2cos2f + 2sin2 0
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Alinsi,
g du 2
vtel]-1,1[, VO€l0,n], / — =
] [ 10,7} _x 1 —tcosf —itsinfcosu /12 — 2tcosh + 1
32) Soit 6 € [0, 7].
) € [-1,1], d ttte}ll 3 Lcos )" ! daprés |
T = cos —1,1], donc, pour tou -, 1, cos = apres la
P rrl = V2 —2tcosf + 1 P
question [25]
D’apres les questions [28| et pour tout t €] — 1,1],
+oo
1 [ d 1
S wn (0)t" = 7/ v S .
owrd 2w J_x 1 —tcos@ —itsinfcosu /12 — 2tcosf + 1
e D’ot, par unicité du développement en série entiere de t +— sur ] -, = [ cl-1,1],
V2 —2tcosh + 1 r'r
on a:
Vn €N, Ly(cos) = wy(0).
33) Par suite, pour tout x € [—1,1], en posant 0 € [0, 7| tel que cosd = z, on a, pour tout t €] — 1,1],
1 B 1
V2 —2xt+1 Vt2—2tcosO+1
+0o0
= Z wp (0)t"  (d’apres les question 31| et
n=0
+00
= Z L(cos0)t"™ (d’apres la question
n=0
+00
= Z L,(x)t" (par définition de 0).
n=0
34) e D’apres la question précédente, on a R(x) > 1.

13

e Supposons R(x) > 1.
+o0o

Le rayon de convergence de z € C — Z L, (x)z" est R(z) > 1.
n=0
Le rayon de convergence de z € C — 2% — 222 + 1 est +o0 (c’est un polyndéme, que l'on voit comme
une série entiere).
400 2
Par produit de Cauchy de séries entiéres, z — (2% — 2tz + 1) <Z Ln(m)z"> est une série entiere de
n=0

rayon de convergence > R(x), donc il existe une suite (bn)neNie R™ (comme somme et produit de
nombres réels dans le produit de Cauchy) telle que,

400 2 +o0
Vz € C tel que |z| < R(z), (2% —2z2+1) (Z Ln(m)z”) = Z bp2".
n=0 n=0

+oo 2 4o
En particulier, pour tout ¢t €] — R(z), R(z)[, (t* — 2zt + 1) (Z Ln(x)tn> = Z bpt™.
n=0 n=0

+00
Or, pour tout ¢ €] — 1,1[, (£ — 2zt + 1) (Z Ln(x)t”> = 1 d’apres la question précédente.
n=0
Or 1 est son propre développement en série entiére, de rayon de convergence +oo, donc, par unicité
2

+o00
du développement en série entiere sur | — 1,1[ de ¢ — (% — 2zt + 1) <Z Ln(x)t"> ,on a
n=0

bp =1 et vn>1, b, =0.
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35)

36)

37)
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2
On a done, pour tout z € C tel que |z| < R(z), (2% — 2z2+ 1) (Z Ln(:p)z”> =1.
Or, en posant z = cos# (possible car z € [—1,1]), 22 — 22z 4+ 1 = 0 a pour solutions :

2cosf + 2isin 6 » -
21 = o8 —; LRY it et z=e% (car A =4cos®(f) —4 = (2isin0)).

2
Par suite, pour z = €, on a |z| < R(x) (car on a supposé R(x) > 1) et (22 — 2z2 + 1) (Z Ln(az)z"> =0.
—_—
=0
C’est exclu, donc, par 'absurde, R(x) < 1.
e On a donc R(x) < 1et R(x) > 1, donc R(x) =

Partie VI - Application a 'approximation d’intégrales

Montrons par récurrence que, pour tout n > 2 “si f est une fonction de classe C"~! sur R & valeurs
dans R telle qu'il existe n réels oy < -+ < a, tels que Vi € [1,n], h(a;) = 0, alors il existe un réel ¢
tel que f"Y(c) =0” (HR,)

Initialisation Pour n = 2, f est supposée continue et dérivable sur R, donc sur [a, az]. En appliquant
le théoréme de Rolle, on obtient I'existence de ¢ €]ar, as[C R tel que f(¢) = 0. On a donc bien HRy.
Hérédité : Soit n > 2 et supposons H R,, vérifée.

Soit alors une fonction f de classe C" sur R et a1 < ... < anp4+1 n + 1 réels distincts en lesquels f
s’annule.

Alors, en appliquant le théoréme de Rolle a f sur chaque intervalle [, ;11], on obtient P'existence de
n réels distincts £ < --- < By en lesquels f s’annulle, avec f’ fonction de classe C" 1.

En appliquant HR,, & ', on obtient existence d’un ¢ € R tel que (/)Y (¢) = 0, et donc f™(c) = 0.
On a bien HR, 1.

Conclusion : La propriété est donc établie par récurrence.

Par suite, pour tout n € N*, 2n > 2, donc on a HRs,, qui n’est autre que la propriété a démontrer.

Soit (ay,...,a,) € R™.
n

Si Zaiﬁi = 0, alors, pour tout P € R,,_1[X], Zai&-(P) =0.
i=1 ;

=

Soit, pour tout j € [1,n], P; = | | (X —z;) € R,—1[X] et

S

Sl
S

n
> aibi(P Zaz z = a; Pj(x;),
=1 =0 si z;é]
n n
donc, comme Z ail;(P) =0, on a a;Pj(xj) =0, donc a; = 0 car Pj(z;) H —x;) # 0 (car les x;
i=1 i=1 H—/
i# #0
sont deux a deux distincts).

Ceci étant valable pour tout j € [1,n], on a bien la liberté.

La famille (41, ...,¢,) est donc libre.
De plus, elle est formée de n éléments de L£L(R,,_1[X],R), espace vectoriel de dimension n, donc c’est
une base de L(R,,—1[X],R).

Par suite, pour toute application linéaire ¢ de R,,_1[X] dans R, il existe un unique n-uplet (51,..., 5n)
n
de réels tel que : ¢ = Z Brl.
k=1
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38)

39)

40)

41)
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1

p:PeR,1[X]— / P(t)dt est une application linéaire (par linéarité de l'intégrale) de R,,_1[X]
~1

dans R.

n
Donc, d’apres la question précédente, il existe un unique n-uplet (ay, . .., ay,) de réels tel que ¢ = Z aply,

‘ k=1
1€

VP e Rn_l[X], /11 P(t)dt = QO(P) = i Ozk&g(P) = OqP(:L’l) 4+ 4 anP(J}n)
- k=1

e Pour tout P € Ry,_1[X], il existe un unique couple (@, R) avec deg(R) < deg(L,) = n tel que
P=QL,+R.

De plus, comme QQL, = P — R ou deg(Ly) = n et deg(P — R) < 2n — 1, on a deg(Q) < n — 1, donc
Q€ R,1[X].

Alors, en reprenant le n-uplet (a1, ..., ;) trouvé a la question précédente, on a :

/_ 11 P(t)dt = /_ 11 Q) L(t)dt + /_ 11 R(t)dt

1
=(Q, Ly) + / R(t)dt (par définition du produit scalaire introduit en partie III)
-1

1
=0+ / R(t)dt (d’apres la question [18avec @ € R,,_1[X])
-1

=a1R(z1) 4+ -+ apR(z,) (car R € R,,_1[X])

et, comme pour tout i € [1,n], P(x;) = Q(z;) Ln(z;) +R(x;) = R(x;), on a bien

/_11 P(t)dt = a1R(x1) + -+ apR(zy) = a1 P(x1) + - - + anP(xq).

e Soit ¢ : P € Rop—1[X] = (P(21,..., P(zy), P'(z1),..., P'(x)).

C’est une application linéaire (dit dans 1’énoncé).

Soit P € Ker (¢). Alors, pour tout i € [1,n], P(z;) = P'(z;) = 0, donc z; est une racine au moins
double de P.

Comptées avec multiplicité, P admet donc au moins 2n racines, donc, comme P € Ry, _1[X], on a
P=0.

@ est donc injective.

e D’apres le théoreme du rang, on a alors

dimIm ¢ = dim Rg,,—1[X] — dim Ker ¢ = 2n = dim R?"

et Im ¢ C R*™, donc Im ¢ = R*" et ¢ est donc surjective.
e  est injective et surjective, donc bijective.
e Par suite, pour tout P € Ry,_1[X],

. P(CL‘Z) = f(l'z) . / /
(vetman {208 ) o ptp) = (e ) )

& P =o' (f(x1),. o, f@n), f'(@1), ..., ['(zn)),
ce qui assure l’existence et 'unicité de H,.
Soit z € [—1,1] tel que : Vi € [1,n], = # ;.

Soit g : t € [—1,1] — f(t) — Hy(t) — z‘é;T(Lt))!Q y (2n)!

n

g est bien définie car A, (x) = H (x —x;) #0.
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42)

43)
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On renumérote (x1,...,Zn,x) en (y1,...,yn+1) de telle sorte que y3 < -+ < Ypy1.
Alors, comme
=0
——

o Vic[L,n], g(z:i) = f(xi) — Hn(i) - e

)2 n)!
o et g(z) = f(z) — Hn(x) — A(ggl))' 8 A(j(x))'

on a ¢g(y;) = 0 pour tout ¢ € [1,n + 1].
g est de classe C*" sur [—1,1], donc, comme n > 1, g est continue et dérivable sur [—1,1], donc sur

[Yi, yi+1] pour tout ¢ € [1,n].
D’apres le théoreme de Rolle, appliqué sur chaque intervalle, il existe n réels 1, ..., B, tels que

N < B <y <...<PBpn<yYnti et g (B;) pour tout i € [1,n].

Par construction, la famille 5,..., By, 21,...,2Z,) est formée de 2n éléments de [—1, 1] deux a deux
distincts.
De plus, pour tout i € [1,n],
° ¢(Bi)=0
=0
245, (2) An(w:)
x; x;
o et g'(zi) = f'(xi) — Hy(a;) —%K =0,
—_— !
=0

donc ¢’ s’annule (au moins) 2n fois sur [—1,1] et, comme
e fest de classe C*" ! sur [~1,1] (car f est de classe C*")
e et H) A, et Al sont de classe C* (ce sont des fonctions polynomiales),

g est de classe C*"~1 sur [1,1].
D’ou, d’apres la question adaptée sans difficulté a une fonction de [—1, 1] & valeurs dans R, il existe
¢ € [-1,1] tel que () D(e) =0 < ¢®(c) = 0.
(A2 )(Qn)
Or, g7 = f@n) _ gn) _ 20/ g oy
" (2n)!
o H® =0 car H, € Ry, 1[X]

e et (42)2W ¢ Ry[X] (car deg(A2) = 2n), et une récurrence similaire & celle de la question 2,
poussée jusqu’a k = 2n, donne Ag”) = (2n)!,

donc ¢ (¢) = f@"(¢) — K, et donc

A ()?

o) £ (e).

K =f(c) & 5 (f(@) = Ho(z)) = [ (c) & f(z) = Ha(z) +
Pour tout y € [-1,1],

e si y # x;, alors ¢ existe d’apres la question précédente

e siy =, alors f(y) — Hy(y) =0 et A,(y) =0, donc ¢ quelconque dans [1, 1] convient.

o £ est continue sur le segment [—1, 1], donc elle est bornée et atteint ses bornes sur [—1, 1],
donc Ma,(f) = I?afcl] | £ (1)] existe.

te[-1,
e Reprenons H,, comme & la question [40] Alors

‘/1 F)dt — (aif(zy) + -+ anf(acn))‘ = ‘/1 f(t)dt — /1 Hn(t)dt’ (d’apres la question [39| avec H,, € Ro,.
—1 -1 -1

_ '/11 F(t) — Hn(t)dt’



DL

Or, pour tout ¢t € [—1,1], il existe ¢; € [—1,1] tel que

Ay (t)?
(2n)!

|f(t) = Hu(t)] = | Fe (e

donc, par positivité de l'intégrale (avec —1 < 1),
1 1
[ 10— @ipten) + -+ anten)| = | [ 10 - .0

LA ()  Mon(f) !
< [1 (ot Men(f)dt = (;n)! LlAn(t)th.

44) Par définition de A,,

1 1 1 2 . .
/_1 An(t)%dt = g@n, L,) = s (admis en question 9)

n\ 4" 4
— 2mn
— 92n (n‘)4 2 ~ 92n <€> -

(2n)N22n +1 (2n)4n Jamant"

e

n
(Stirling : n! ~ (n) 2mn)
e

o 4202 1 .m

2ngrnn 40
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