Lycée St Joseph Pour le vendredi 9 février 2018
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 6

Correction

Exercice 1 (CCP 2010 TSI, partiel)

Soit x € R, fixé.

1) Soit n € N et t > 0. Somme des termes d’une série géométrique :

$ 1= (="t 1 pyr 2771
> () = 1—(=t) 1+t (=1) “m

k=0

t
Par conséquent, en multipliant par e =,

675 n t grtl 7%
=Y (—D)Ftheme 4 (—1)M P ————

1+1¢ P 1+1¢

2) Soit ke Net n € N.
t tn_‘—lei%
Les fonctions ¢ — tFe ™z et ¢ — 17“ sont continues sur [0, 4+00| et par croissance comparée,
tn+1 —% tn+3 —é
lim t"t2e % =0 et t? LAY ¢
t—+o00 1+t t t—+o00

+oo 1
Donc ces deux fonctions sont des petits o de 1/t* en +o0, or / t—2dt converge (Riemann, o = 2 > 1),
1

donc par comparaison elles sont intégrables au voisinage de 4o0.
400 : 400 tn+1€_£
Ainsi, / the™ dt et / ——— dt existent
0 0 144

Nous pouvons donc intégrer I’égalité obtenue au 1). La somme est finie donc par linéarité

n —+o0 ¢ —+00 tn+1 —i
z) = —1’“/ the™z dt + —1"“/ &t
o) = (et [T
e—t/r too
3) a) ly(x)= [ ] =z
—1/z],
tk—‘rl

etv=c/* Comme lim wv =

b) Soit k € N. On effect intégrati tie. Soit u =
) Soi n effectue une intégration par partie. Soit u F 1 ,m

0 par croissance comparée, on peut écrire

400 oo tk+1 —t/x 1
Ii(x) = g™ = [ (et = sl (@)

Conclusion : ‘I]g+1($) = (k+ 1)aly(x) ‘
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¢) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi:  Ip(z) = kbt

est vraie pour tout k£ > 0.
e Hy : est vraie d’apres a).

o Hj, = M1 : Supposons Hy, vraie. Ij11(x) 2) (k+1)zI(z) = (k+1)zklzb Tl = (k+1)l2k+2,

Donc Hj41 est vraie.

e Conclusion : |Vk > 0 I (x) = klzF !

Vous devriez savoir faire le calcul de I () sans aucune question intermédiaire : c’est un classique.

4) a) Soit n € N. D’apres 2) puis 3)c),

n k 1 +oo g+l =% n P +1 +oo g+l =%
= —1)*I -n" / ——dt = —1)%k! -" / ——dt
o) = D)+ (- [T = S e [T
L [T mtle—%
Donc R, (z) = (—1)"" / EFTE dt. Ainsi, par inégalité triangulaire,
0
tn+1e—%

+oo
Ry (2)] < / at
0

1+t

1
Or0< T+t < 1 sur [0, +o0[, ce qui entraine,

oo n+l _—1 _ _ 1,.n+2
|Rn(z)| < t"e Tz dt =Ihpi(z) = (n+ 1)l
0

Ainsi, | Pour tout n € N, | R, ()| < (n + 1)la™2
b) u, # 0 donc

U1 (n+2)110"T2  n+2
U, 107H3(n4+1)! 10

Un+1

Donc pour tout n € {0,...,8}, 0 < < 1 et la suite est décroissante (u, > 0). Pour n > 8,

n
Un+1

Un

> 1 et la suite devient croissante.

Donc ‘La suite (u,) est minimale pour n = 8 ‘ et |ug ~ 3.63 x 107°

8
0) o (110) _ ;(_1)k1k(1/10) + Ry(1/10), et d’aprés b) [Rs(1/10)] < 4 x 107,
8

1
Donc on peut obtenir ¢ (10) avec 4 chiffres significatifs en calculant Z(—l)kf 1(1/10).
k=0

5) Soit z # 0 et vy = (—1)Fk!ZF+

VE+1

=(k+1)|z] —— +o0>1
k——+o0

Donc, d’apres le critere de D’Alembert, Z |vg| diverge grossiérement, donc ka aussi.

Ainsi, | Le rayon de convergence de la série entiere z:(—l)kk!zk’drl est 0
k=0

1
En particulier cette série n’est pas convergente pour z = 10

On vient d’utiliser une série divergente (et pas qu’un peu divergente) pour approzimer p(1/10)....
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Exercice 2 (E3A PC 2016)

1) Rayon de convergence : 1.

+W>(_l)n—l n

Vo e] —1,1] In(l1+2)= —
n=1 n

1
2) Pour z = —5ona donc
1 1 X (=), 1yn
(1= D= (3) = - - 5 EI (-
D’ou

+o0 1

In(2) = —
(2) kzzzlmk

$k+1

3) a) Pour tout k > 1, posons uy = D)

Pour tout = # 0,

Uk+1
Uk

| 2R+ 1)
(k4 1) (k 4 2)xk

Donc, d’apres D’Alembert,

e sifz| <1, Zuk converge absolument,

o si|z| > 1, Z |ug| diverge grossiérement, donc Zuk diverge.

+o0 k+1

;k(kﬂ)‘

Ainsi,
Pour tout = €] —1, 1], posons f(z) = La fonction f est €°° a I'intérieur du domaine

de convergence.

En dérivant terme a terme f a 'intérieur du domaine de convergence, il vient

+o0 k
Vo e] —1,1] Z— —In(1 —z)
Donc en primitivant, pour tout = €] —1, 1], / In(l1-t)dt =(1—2)In(l—z)—- 142+ K.

Comme f(0) =0, -1+ K =0.
D’une part, on vérifie toujours ses primitives en dérivant : on peut conjecturer la primitive de In(1 — x),
et vérifier qu’elle convient. D’autre part, une égalité entre primitives est toujours a une constante pres.

Conclusion :

Jio phtl
Vo €] —1,1], ———=(1—-2)ln(l —z)+=
= k(k+1)

b) Enmzée]—l,l[,
+o0o
f(l 1 In(1/2)

-3 ey
k+1
2) ok (k + 1) 2 2
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4)

a)

b)

D’ou, en multipliant par 2,

JFZ :
=1—-1In(2)
k
= k(k+1)2

Soit aj = % pour tout k € N*.

La série z:(—l)lc ay, est alternée car a, > 0, et vérifie les hypotheses du critére des séries alternées :
° Zak alternée,
e (ay) décroissante, car t — % lest sur [1, +o0],

e lim ar=0.

k—+o0
- (_1)k71
Donc | La série Z ———— est convergente
k
k>1
. R o G VA s - ,
Soit z € [0, 1]. La série Z ————a" vérifie elle aussi le critere des séries alternée, donc converge.

De plus le reste d’ordre est donc majoré par le premier terme, le tout en valeur absolue : pour
n €N,

T e 1
Ral=| 3 St < | e =
ket 1 k n+1 n+1
Or |z| < 1, donc
+00 k—1
—1 1
I P
k=n+1 n
(-1

Pour f € €°([0,1],R), on pose || f|loo = sup |f(z)|. Soit u,(z) =
z€[0,1]

2™ pour tout = € [0, 1].

D’apres la question 4)a), z Uy, converge simplement, et

+o0 1
I aklloe < ——=
k=n+1 n+1

Donc lim |[|Ryllec =0 : la série Zun converge uniformément sur l'intervalle [0, 1].
n——+00

De plus, pour tout n € N*, u, est continue sur [0, 1] car polynomiale.

+oo
Donc, d’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions, Z uy, est continue sur [0, 1]. En
k=1
particulier,
+oo +00
li =
k=1 k=1
+oo
Or, comme nous 'avons rappelé en 1), Z ug(z) = In(1 + z) pour tout = €] — 1, 1[. Donc, comme
k=1
In est continue en 2 (égalité de gauche),
+o0 (_1)I<:—1
In(2) = lim In(1 + z) = —_—
z—1 =1 k




