Lycée St Joseph Pour le jeudi 15 février 2024
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 5

Correction

Exercice 1 (CAPES 2021)

1) La variable aléatoire qui modélise le nombre d’achats nécessaires pour obtenir I'ensemble de la collec-
tion, donc n animaux différents, est

2) Des le premier achat, le collectionneur a exactement 1 animal : 77(Q) = {1}. Donc

3) a) Notons X; I'animal, représenté par un numéro entre 1 et n, obtenu lors du i-éme achat.
noq
L’évenement A considéré est A = U ﬂ (X; = k) : le collectionneur obtient toujours I’animal &,
k=1i=1
identique au premier animal tiré, pour tous les achats entre 1 et ¢. Ainsi,
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Toujours nommer les objets : nommer l’événement étudié (A), le résultat du tirage (X;).
Ainsi, la probabilité qu’un collectionneur obtienne toujours le méme animal au cours de ses g > 2
premiers achats est

na—1

b) Pour avoir deux cartes, il faut au moins 2 achats, donc P(T» > 1) = 1.
Soit ¢ > 2. L’événement (T» > q) est « le collectionneur a obtenu toujours la méme carte lors de

1
ses ¢ premiers achats » : (Ty > q) = A, et d’apres 3a, P(A) = g Ainsi,
n

Vgz1, P(Ih>q)= nd—1

c) Comme la question de cours sur la loi de min(X,Y).

T5(2) = [2, +oo]. Soit ¢ > 2.

(T2 2 q) = (T2 =q) U (T2 > q)
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Comme T5 est a valeurs entieres, (75 > ¢ — 1) = (T2 > q), et 'union étant disjointe,
P(Ty > q—1)=P(Tz = q) + P(12 > q)

D’apres b,

1 1 n—1
P(TQ - q) - -2 nCI*l = nCI*l

d) Nous cherchons le nombre minimal ¢ d’achats tels que P(75 < ¢q) > 0,99. Or

P(Ty <q) =Y P(Tr=k)

k=2
=3 -
- k-2 k-1
=2 n n
1 ) :
=1- Télescopique
nd—1
C’est plus rapide, mais peut-étre moins naturel, de remarquer que (T < q) = (Ta > q).
Ainsi on cherche ¢ tel que
1 1

- >1——
10091 100

= 10097 > 100

—qg—-121

Donc

Il faut au minimum 2 achats pour que le collectionneur ait une probabilité
d’obtenir deux animaux différents supérieure ou égale a 0,99.

e) Pour k£ = 1, le collectionneur a £k — 1 = 0 animaux au départ, et £k = 1 animal pour la premiere
fois apres 17 achat, donc Z7 = T7.
Pour k£ € [2,n], le collectionneur a k — 1 animaux apres Tj_;1 achats, et k animaux apres T
achats. Il lui a donc fallu Z;, = T}, — T)_1 achats entre ’achat T),_; et 'achat T}.

£) On reconnait une somme télescopique. En posant Ty = 0, il vient
Vk € [[1, n]] s Zy =T, — Tr_1

Et, la somme suivante étant télescopique,

k k
Y. Zi=) Ti=Tisy =T~ Ty = Ti
i=1 1=1

Ainsi,

k
VE21, Tpy=) Z
=1

g) Zj est le temps du premier succes dans une suite d’expérience de Bernoulli mutuellement indé-

—k+1
pendantes de méme parametre p = u Donc
n
n—k+1
T~ <+>
n

Détaillons : notons j = Tj_1, et Aip_1 'ensemble des k — 1 animaux déja obtenus. Alors

(Zk =) = (Xjp1 € Ap1) 0 N (Xjpion € A1) N (Xji & A1)
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Les achats X,,, étant mutuellement indépendants,

]P)(Zk = Z) = P(XjJrl S Ak—l) X oo X P(X]ur@;l S Ak—l) X ]P)(Xj+i §é Ak—l)

() (-5

D’apres le cours,

1 n 1-p n(k —1)
(Zr) p n—k+1 ¢ (Zr) p? (n—k+1)2
- n
h) D’apres f), T, = Z Z;, et, d’apres g), E(Z;) = i1 Par linéarité de ’espérance,
. n—i
=1
E(Tn) = ZE(ZZ)
i=1
n
-y =
—n—i+1
" n
= Z T Avec le changement d’indices k =n —1i+ 1
k=1
Ainsi,
" n
E(T,) =) 7 =niy
k=1

i) Comme H,, ~ Inn (résultat classiqueE[),

‘E(Tn) ~ nlnn‘

4) a) Indépendance : Les achats (X;) sont mutuellement indépendants, donc, comme les (Zj) sont
construites a partir d’ensembles disjoints de (X;), par le lemme des coalitions,

‘Les (Zk)1<k<n, sont mutuellement indépendantes ‘

1-—- 1 1 n
Variance : Utilisons plutdt V(Z;) = 2p = — — —. Comme T}, = Z Zi,
p P> p P
V(T,) = ZV(Zi) par indépendance mutuelle
i=1
2 n
n n
frg — d’ ¢
;(n—iﬂ)? ;n—i+1 apres )
n ng n n
= Z — — — Avec le changement d’indices k=n —i+ 1
k k
k=1 k=1
= nQBn —nH,

Conclusion :

V(T,) = n*B,, — nH,

1. Comparaison série/intégrale, question de cours. L’énoncé d’origine le redémontrait, ici je le donnais.
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1 2
e i 1 S>n> < 1 _
b) Par positivité de 2 pour k>n>1, B, < nllg_loo B, 5
De plus, H,, > 0 donc —nH,, < 0. Ainsi, d’apres a),
2,2
V(T,,) = n®B,, —nH, < ”67’
5) D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,
V(Tn)
P(|T, —E(T,) = Anl <t
(‘ n ( n)| n nn) ()\nlnn)z
n? 2 2

< - .
6X2n2 (Inn)?2 62 (lnn)?

7T2

conclusion : | Pour tout nombre réel A > 0, P (|7,, — E(T},)| > Anlnn) < W

6) Etudions les événements :
(T, 2nH,+nlnn) = (T, > E(T,) +nlnn) D’apres 3i
= (T, —E(T,,) 2 nlnn)
C (|7, —E(T,)| =2 nlnn)

D’ou, d’apres 5 avec A =1,

T

P(T, >nH,+nlnn) <P(T, —E(T,)| 2nlnn) < 6(n )2
2

Pour avoir P (T, > nH, +nlnn) < 0,01, il suffit d’avoir ——— < 0,01. Or

6 (Inn)?

2 2 10

™ ™ s 10m
<0,01 <= < (Inn)? = <lnn < n>evs ~ 371572.1400
6(Inn)? 0,016 < (nm) 0,1v6 = nee

conclusion : ‘Pour ng = 371573, on a Vn > ng, P(T,, > nH, +nlnn) < 0,01 ‘

Exercice 2 (Mines-Ponts MP 2020)
1) Comme, pour tout n € N; 0 < P(S, = 04) < 1 et R(Z :c”) = 1, par théoréeme de majoration,
Rp > 1.
De méme, pour tout n € N, 0 < P(R =n) < 1, donc Rg > 1. Ainsi,

‘Les séries entieres définissant F' et G ont un rayon de convergence supérieur ou égal a 1 ‘

Par théoréme de dérivation des séries entieres, F' et G sont de classes € sur | — Rp, Rp|[ et | — Ra, Ra|
respectivement. Comme Rp > 1 et Rg > 1,

F et G sont définies et de classe €°° sur | — 1,1] ‘

Le cours donne des résultats pour la fonction génératrice d’une variable aléatoire a valeurs dans N. Or, ici,
R(2) = N* U {+oc}. Il faut done, a priori, refaire la preuve.

Etude de G :
Convergence normale de la série : Posons uy,(z) = P(R = n)z" pour tout n € N* et x € [—1,1].
[tnloo = P(R = n)
+o0 +oo
Or Z P(R=n)=P (U (R= n)) = P(R # +0) € [0,1] : la série Z ||tn|loo converge.
n=1 n=1

Donc Zun converge normalement sur [—1, 1].
Continuité :
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e Pour tout n € N*, u, est continue sur [—1, 1] car polynomiale ;
o Zun converge normalement donc uniformément sur [—1,1];
Donc, d’apres le théoreme de continuité des séries de fonctions,
‘ G est définie et continue sur [—1, 1] ‘
De plus, d’apres le calcul précédent,
+o0
G(1) =Y P(R=n)=P(R # +00)
n=1
2) Calcul de P((S, =04) N(R=k)):Si R=k, alors Sy =0 (et S; # 0 pour i < k, mais peu importe).
n n
Or S, => X;i=Sk+ Y X, Ainsi,
i=1 i=k+1
n
(Sn=0)N(R=k)=( > X;=0)n(R=4k)
i=k+1
n
L’événement ( Z X; = 0) est une fonction de (Xgi1,...,X,), alors que (R = k) est une fonction
i=k+1
de (Xl, PN Xk)
n

Par indépendance des (X;); et lemme des coalitions, ( Z X; =0) et (R = k) sont indépendants :

i=k+1

n
P((Sy=04)N(R=k)=P( Y X;=0)P(R=k)

i=k+1

Or les X; sont indépendantes et suivent toutes la méme loi, donc Y = (Xg41,...,X,) suit la méme loi

n—k n
que Z = (X1,...,X,,—k). Puis, en appliquant la fonction f: (x1,...,2,_%) — Z x;, f(Y) = Z X;
=1

i=k+1
n—k

suit la méme loi que f(Z) = Z X;. En particulier,
i=1

P(zn: X; =0) :P(gXi:O)

C’est un résultat que l’on retrouve souvent : regarder n lancers de dés a partir du ler ou du k + 1-iéme, c’est

pareil — i.e. la méme loi.

n—k
Or Z Xl = On—*k -
=1

| P((Sn = 04) N (R =k)) = P(R = k)P(S, 4 = 0) |

Calcul de P(S,, = 04) : Soit n € N*.
D’apres la formule des probabilités totales, avec le systéme complet d’événements (R = k)¢ R(Q)

+oo
P(S, =04) = P((Sn=0)N(R=k))+P((S,=04) N(R=+)) Or R<nsiS, =04
k=1
=Y P((S, =04) N (R =Fk))
k=1
= P(R=k)P(Sp—r =04) D’apres ci-dessus
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Alinsi,
n
Vn € N*, P(S, =04) = Y_ P(R=k)P(Sp—i = 0q)
k=1
3) Soit G] —1, 1[. Savoir reconnaitre un produit de Cauchy k,n — k. Surtout lorsqu’on vous donne le résultat !
+o0
F(z) =) P(S, =0g)z"
n=0
+oco n
= P(So=04)+ Y _ > P(R=Fk)P(Sp_j, = 0g)2" D’apres 2
n=1k=1
+o00 n
=14 > > P(R=k)P(Sy_j, = 0g)z" Car Sy =0et (R=0)=0
n=0 k=0
+oo +o00
=1+ <Z P(S, = Od)a:"> (Z P(R= n)x") Produit de Cauchy
n=0 n=0
=1+ F(z)G(x)
Conclusion :

Vo el -1,1[, F(z) =1+ F(x)G(x)|

Limite de F(z) lorsque x — 17 : C’est de l’analyse. De premiére année. Rien d’exotique.

D’apres ci-dessus,
Ve e]—1,1] Fz)(1-G(z)) =1

Donc, pour x €] — 1, 1], nécessairement 1 — G(x) # 0, et

1

"= 1"ew

D’apres le résultat de la question 1, li_}m1 G(z) = G(1) = P(R # +o0).

e Si P(R # +00) # 1, en passant a la limite dans 1’égalité précédente, il vient

. 1 1
Jm F(r) = 30 = PR = o)

e Supposons P(R # +o0) = 1. Pour z € [0, 1], comme les probabilités sont positives,
“+oo +00
G(x)=> P(R=n)a" <Y P(R=n)=PR+#+x)=1
n=1 n=1

Donc 1 — G(z) > 0, et en passant a la limite avec lim1 1—-G(z) =0,
T—

lim F(z)=+o0

rx—1—
Conclusion :
1
———  si P(R# +o 1
lim F(z) = P(R = +00) (## )#
vl + oo si P(R# 4+o00) =1

4) La série Z cr & termes positifs diverge, donc

n
lim cr = 400
Wﬁﬂm%% k



DL 5
Soit A > 0 quelconque, et N € N tel que
N
Z c, =2 A+1
k=0
N
La fonction ¢ : [0,1] — R définie par p(z) = Z cra® est continue car polynomiale, et (1) > A + 1.
k=0

Par continuité, il existe donc o > 0 (et o < 1) tel que
Vo €]l —a,l1], plx) = A

Soit un tel a. La série entiere Z cpx” converge sur [0, 1], et par positivité de z* et ¢y,

400 N
Vo €]l — a,1], chxk2 chxk:go(az) > A

En conclusion,

VA >0, da >0, Vz €]1 — a, 1], chazk2A

C’est-a-dire

5)[=] Supposons la série ZP n = 0gq) divergente. Alors Rp < 1. Or Ry > 1 d’apres la question 1.

Donc Rp = 1. Bien vérifier toutes les hypothéses de 4 avant d’appliquer 4.
Avec ¢, = P(Si = 04), d’apres la question 4 ci-dessus, lim F(x) = +oc.
r—1—
Or, d’apres la question 3, cela entraine P(R # +o0) = 1.
Supposons P(R # +o0) = 1. Alors, d’aprés 3, lim F(z) = +oc0.
rz—1—

—+00
Supposons que Z P(S,, = 04) converge. En notant ¢ = Z P(S,, = 04), par positivité du terme
n=0

—+o00 —+00
Ve e 0,1,  F(z) =Y P(Sy,=0g)z" <Y P(S,=04) =1
n=0 n=0
Donc F est bornée sur [0, 1], ce qui est contradictoire avec l}{nF = 400.

Ainsi, Z P(S,, = 04) est divergente.

Conclusion :

général,

La série Z P(S,, = 04) est divergente si et seulement si P(R # +00) = 1

6) Soit i € N*. On a

(Si & {Sk, 0<Ek<i—1})= (S =8 #0;8 —S1#0;...58 —Si—1 #0)

Or, pour tout k € [0,7 — 1], comme & la question 2, (S; — Sp, S; — S1,...,S5; — Si—1) a la méme loi que
(Si,...,S1). Donc

P(Yi=1)=P (S ¢ {S, 0<k<i—1})
— P(S; — %#os Si#£0;... 8 — Si1 #0)
— P(S; #0,...,51 #0) Or (S; #0,...,8 #0) = (R > i)
:P(R>z)
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Alinsi,
VieN, P(Yi=1)=P[R>i)|
Soit n € N*. N, = Np_1si Sp, € {Si,0<k<n—1}et Ny =Np_1+1s15, ¢ {Sk0<k<n—1}
C’est-a-dire N, = N,,_1 +Y,,. D’ou
n n
ZY;=1+ZN1—N%1 =N,
=0 i=1
Par linéarité de I'espérance,
n n n
E(N,) =Y E(Y;))=) P(Y;=1)=) P(R>1i)
=0 =0 =0
Ainsi, comme P(R > 0) =1,
n
VneN*, E(N,) =1+ P(R>1i)
i=1
7) On remarque que ((R > 1)),y est une suite d’événements décroissante pour l'inclusion. Ainsi par

continuité décroissante, on a :

P(R>i)m>P<ﬂ (R>j)) = P(R = +0)
JjEN*

Or d’apres la question précédente, on a

E(N,) _

n

Vn € N¥,

SR

zn:P(R > 1)
=0

N

A Taide du théoréme de Cesaro, on peut conclure que

lim E(Va) = lim P(R>n)=P(R=+)

n—-+oo n n—-+oo




