Lycée St Joseph Pour le jeudi 9 janvier 2020
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 5

Correction

Exercice 1
1) Remarquons que F' = Ker Tr.

L’application linéaire Tr : .#,(R) — R est non nulle donc rg Tr = dimIm Tr > 0.
Or Im Tr C Ret dimR = 1. Donc rg Tr = 1.
D’apres le théoreme du rang, dim F' = dim Ker Tr = dim F — 1.
Comme

dim F + dim F* = dim E
Ainsi, dim F+ = dim E — dim F = 1.
De plus, I,, € F* -

VM eF,  (I,]M)=Tr(I!M)=Tr(M)=0

Comme I,, # 0, (I,) est une famille libre donc une base de F. Il suffit de normer pour obtenir une

base orthonormée :

HInH2 = (In|ln) = Tr (In) = n

En conclusion

1
(Tjn) est une base orthonormée de F*, et dim F+ =1
n

2) D’apres le cours, si F' est un sous-espace vectoriel de E de base orthonormée (eq,...,ex), alors la
projection orthogonale pr sur F' s’écrit

k
Vr € Ea pF(x) = Z<w7€i>ei

i=1
Ainsi la projection orthogonale pp. sur F L gécrit, avec la base orthonormée trouvée en 1,

1 1 Tr M
VM € E, Pt (M) = <M= ﬁLm)%In =—1I,

. . | . . . C g . . . .
1l vaut mieux projeter sur F'—, vu sa dimension! Puis considérer id —p pour retrouver la projection cherchée.

CommeFEBLFJ‘:E,pF:idE—pFL et

Tr M
VM € E, pp(M)=M-——1I,
n

3) D’apres le cours, d(J, F') = ||J — pp(J)||. Or, comme Tr J = n,
Tr J

n

J=pr())=J = (J = ——I) =1y

Ainsi,

d(J,F) = ||LJ| = vn
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Exercice 2 (Polynémes de Legendre)

1) Pour n € N* impair, ¢t — t" est impaire, donc

1
/ t"dt=0
~1

2% est paire, donc

Pour n = 2k € N pair, t —

1 1 2 2
tdet:Q/ thdt = [t = ———
/_1 0 2k +1 [ ]0 2k +1
Conclusion :
1 1 2
Vk € N, / 2t =0 et / 2k Q¢ =
1 1 2k +1

2) Montrons que (.|.) est un produit scalaire.
e Symétrique : Pour tout (P, Q) € E?,

Pl = [ Poemi= [ eurwa=@p)

Donc (.|.) est symétrique.
e Bilinéaire : Soit Q € F fixé. Pour tout (Py, P,) € E? et tout A\ € R, par linéarité de 'intégrale,

AP+ 2IQ) = [ (AP0 + B(0)Q() dt = A(RIQ) + (PIQ)

Donc (.|Q) est linéaire. Par symétrie, (.|.) est bilinéaire.

e Positive : Pour tout P € E, par positivité de I'intégrale,
1
(PIP) = [ (P(4)* dt >0
] N——
>0

Donc (.].) est positive.

e Définie positive : Soit P € E tel que

PPy = [ () at =0

-1

Ainsi, t — (P(t))? est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur intervalle [—1, 1],
donc, d’apres le théoreme du cours, elle est nulle sur cet intervalle :

vt € [-1,1], (P(t)*=0

Donc P a un infinité de racines : tous les ¢t € [—1,1].
Donc P = 0.
Ainsi, (.|.) est définie positive.

Conclusion :

‘ (.|.) est bilinéaire, symétrique, définie positive donc c’est un produit scalaire sur E.

3) Application.
a) Utilisons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

e Posons vg = 1.
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e Posons v1 = X — Ay tel que (v1|vg) = 0. Or d’apres la question 1,

1
(1)1‘1)0) :/ tdt =0
1

Donc v; = X ;

e Posons vy = X2 — \gvg — Ao tel que (v2|v;) = 0 pour tout i < 2 :

(v2lvo) = (X?[v0) — Ao(volvo) — Ax(v1vo)

= (XQ‘UO) — Ao(volvo) Car v1 L vg
=0
X2 X2
Donc Ag = ( ‘UO). Et, de méme, A\ = ( ’vl).
(volvo) (vi]v1)
Or, d’apres la question 1,
2 b 2
X = todt = -
(X7o) /4 3 (X2vg) 1
1 = () 3
vo|v
(v0|vo):/ 1dt =2 0fvo
-1
1
(XZ|vy) :/ B3dt=0= N\ =0
-1
1

Donc U2:X2—§

Normons la famille orthogonale (v, v1,v2) :
[[vol1 = (volvo) = 2

1 2
loal* = (erfor) = [ #de =2

1
loa|? = [1X* - 27

3
2 1
= (X*X7) = (X710 + g )1

1 2 2 2
:/ trdt - xS+ 2
-1

Conclusion :

B = (;5 \/gx, ;\/2(3)@ — 1))

b) D’apres le cours, si F' est un sous-espace vectoriel de E de base orthonormée (e, . ..

projection orthogonale pg sur F' s’écrit

k

pr(z) = (z|e)e;

i=1

Ve e E,

Ici, on peut aussi dire « Comme a la question 2 de l’exercice 1, » et passer a ce qui suit.

Avec la base %' de F = Ry[X], il vient, VP € F,

2
pr(P) = Z(P\eg)e;
i=0

o
I

(P|1)1 + g(P|X)X + g(P|3X2 —1).3x%2-1)

N | —

D’apres les calculs effectués ci-dessus

,er), alors la
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4)

a)

Pour P = X3, il faut donc calculer :

1

(X3)1) = / t3dt =0 D’apres la question 1
-1
1 2

(X3|X) = / = Déja caleulé
—1

1
t9dt =0 D’apres la question 1
1

(x|

(X33X2 —1) =3(X3X?%) - (X31) =0

Par conséquent, la projection de X? sur Ry[X] est

3
pr(X3) = gX

Vu que lintervalle d’intégration est centré en 0, dés que t — P(t)Q(t) est impaire intégrale est nulle.
Donc ici, dés que P n’a que des monomes de puissance impaire, et () des monomes de puissance paire (ou
vis versa), alors (P|Q) =0, i.e. P L Q.

Interprétons algébriquement cette expression :

1
inf / (t3—at* —bt —c)?dt = inf ||X3—aX?—bX —c|?
(ab,c)eR3 J -1 (a,b,c)eR3

Or P = aX? 4 bX + c déerit Ry[X] lorsque (a, b, c) décrivent R :

1
inf / (3 —at> —bt —c)?dt = inf || X®—aX?—-bX —¢|?
(abc)eR3 J -1 (a,b,c)eR3

= inf ||X3—P|?
PeR2[X]

= d(X3,Ry[X])? Par défintion de la distance
= [ X° — prx) (X))

3
=X 3 gX H2 D’aprés la question précédente

6 32
= || X3]° - g(X?’IX) + L,TQIIXII2

1 2 1 2 2
||X3|y2:/ Bt == (X3|X):/ Pdt=2 et ||X|P=2
1 7 1 5 3

2 12 6 2 6 25 — 21 23
Donc d(X3 Ry[ X2 =2 -2 4 — =2 — = _
one d(X° Rol X)) = = = ot o2 = 2~ 55 =205 T 7xh

5 Conclusion :

1 23
inf / B _at?—bt—c)Pdt = ——
(a,bl,]g)eR3 —1( ¢ °) 7 x 52

Soit n € N. %, = (P,...,P,) est une famille libre de n 4+ 1 éléments dans 'espace R,[X] de
dimension n + 1. C’est donc une base de R, [X].

Soit P € R, [X]. Dans la base 4, il s’écrit

n
P= E Ai P
=0
Il faut toujours choisir la bonne base apres avoir montré que c’est une base.
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Alinsi,
n
(P|Pnt1) = Z)\‘Pi’Pn-i-l)
1=
n
= Xi(Pi|Poy) Or P, L Poyisii#n+1
=0
Par conséquent, VP € R,[X], (P|P,+1) = 0. Conclusion,
’ Pour tout n € N, P,,1; est orthogonal & R,,[X] ‘
b) Soit A1,..., Ay, les racines dans | — 1, 1] de P,,, comptées avec multiplicité. Alors
m
P,=R[[(X - N)
i=1
Avec R € R,,[X] qui ne s’annule pas sur | — 1, 1[. Donc, d’apres le théoréeme des valeurs intermé-

diaires, R ne change pas de signe sur | — 1, 1[. Supposons R(¢) > 0 pour tout ¢ € [—1,1].
m

Posons @) = H(X — \i) € R,[X]. I vient P, = RQ et
i=1

1
(PolQ) = [1 R()Q(t) dt

avec R(t)Q?(t) = 0 sur cet intervalle.

Si deg Q < deg P, d’apres le a, (P,|Q) = 0.

Ainsi, t — R(t)(Q(t))* est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur intervalle
[—1,1], donc, d’apres le théoreme du cours, elle est nulle sur cet intervalle.

Le polynome RQ? a une infinité de racines, donc est identiquement nul, et P, = RQ = 0 aussi.
Ce qui est absurde.

Par conséquent, deg @) = deg P,, et R est une constante : toutes les racines de P, sont dans |—1,1].
Si R(t) < 0 sur [—1,1], on considére (—F,|Q) et —R

Conclusion :

‘Toutes les racines de P, sont réelles et dans | — 1, 1] ‘

Si A est une racine double de P,, on pose P, = (X — \)2Q, avec degQ = deg P, — 2 < deg P,.
Alors

1
(Pn]Q) = [l(t - N2Qt)*dt =0

Et donc, de meme qu’a la question précédente, P, = 0, ce qui est absurde. Conclusion :

‘ Les racines de P, sont simples ‘

Exercice 3 (exercice 13)
1) Procédons par inclusion et égalité des dimensions (nous sommes en dimension finie!) :

Montrons que Ker (f —id g) € Im (f —id ).

reKer(f—idg) = (f—idg)(z) = f(z) —z =0
=Yy € E, {x, f(y) —v) = (&, f(f

- (f(x),f(y'» Car f € O(E) (¥)

0, f(y')) Car z € Ker (f —id )
= Vy' € E, (z, f(y) —

= Vyelm(f—idg), (z,
—zelm(f—idg

® O

©)
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(*) On a du x et duy', on veut plutét du f(y') et on a rien contre f(x) : utilisons f € O(E), on verra
bien ce que ¢a donne : il faut [’écrire!
Donc
Ker (f —idg) C Im (f —id g)*
On pouvait aussi montrer l'autre inclusion.
e Montrons que dim Ker (f —id ) = dimIm (f —id g)*.
D’apres le théoréme du rang, dim Ker (f —id g) + dimIm (f — id g) = dim E.
De plus, dim F* + dim F = dim E, donc ici dimIm (f — id g)* + dimIm (f — id ) = dim E.
Par conséquent
dim Ker (f —id ) = dimIm (f —id )+

Conclusion : par inclusion et égalité des dimensions,

Ker (f —idg) =Im (f —id g)*

2) Posons F' =Im (f —id g).
Supposons que (f —id g)? = 0. Par conséquent, F = Im (f —id g) C Ker (f —id g).
Or Ker (f —id g) = F+ d’aprés la question 1.
Donc F C F+: F=FNF*. Or FNF* ={0}. Donc F =1Im (f —id g) = {0}. Conclusion :



