Lycée St Joseph Pour le jeudi 17 janvier 2019
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 5

Exercice 1
On munit Pespace vectoriel .41 (R) identifié & R™ du produit scalaire canonique (X,Y) ='XY.

Partie 1
Soit M € GL,(R). Le but de cette partie est de montrer qu'il existe U € 0, (R) et S symétrique, telles que

M=US

1) a) Montrer que A ="M M est diagonalisable.
b) Si X est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A, calculer |M X ||* en fonction de
| X]|? et de X. En déduire que toutes les valeurs propres de A sont positives.
Zéro peut-il étre valeur propre de A?

c) En déduire qu'il existe P € 0, (R) et (u1, ..., pn) des réels strictement positifs tels que

I 0
A=P p1
0 I

puis que A = S2, avec S une matrice symétrique que 'on précisera en fonction de P, P~! et des
M -
2) Soit S la matrice construite au montrer que S est inversible, puis que U = M S™! est une matrice
orthogonale. Montrer que les matrices U et S que 'on vient de construire conviennent.

Partie 2
Soit (eq,...e,) la base canonique de R".
Pour toute matrice M € .#,(R), nous posons, sous réserve d’existence, [|M||= sup VX
xern\fo} [ X]|
1) Calculer ||,
2) (5/2) Montrer l'existence de || M||| pour M € ., (R).
3) Montrer que pour tout X € R", on a | MX| < [|M]| || X]-
4) Soit P € 0,(R). Que peut-on dire de 'endomorphisme X — PX de R"?
Montrer que ||MPJ|| = || M]|| pour tout M € ., (R).
5) Soit D une matrice diagonale de coefficients diagonaux (A1,...,A,). On note p(D) = max [Ail.

a) Que vaut De; ?
b) Par un calcul de |[DX||?, en déduire que, VX € R", | DX|| < p(D)| X]|.
c) En déduire que [[|D]|| < p(D), puis que [| D[] = p(D).

6) Soit M € .#,(R).

a) En s’inspirant de la question [L¢|de la partie 1, montrer qu’il existe P € &, (R) et D une matrice
diagonale & coefficients positifs tels que MM = PD*'P.

b) A Paide des questions 3 et 4c, en déduire que p(D) = ||| M]||.

11

7) On considére M = (2 0

). Calculer || M]]|.
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Exercice 2
Soit n un entier naturel strictement supérieur & 1. On note E ’espace vectoriel euclidien R™ muni du produit
scalaire canonique (.,.) :

Ty Y1 I Y1 n
VI ERN (=D
T, Yn L, Yn =1
On note ||.|| la norme associée et e, ..., e, la base canonique de E.
1) Soit M une matrice dans M, (R). On note vy, ..., v, ses vecteurs colonnes.
a) Exprimer en fonction des vecteurs vy, ..., v, les coefficients de la matrice EMM.
b) Dans le cas particulier ou les vecteurs vy, ..., v, sont orthogonaux deux & deux, démontrer que

| det(M)| = [foal[[[oz]] - - [[onl]

2) Déterminer les matrices dans M, (R) qui sont diagonales et orthogonales.
On note H,, 'ensemble des matrices M dans M, (R) telles que :
e tous les coefficients de M sont dans {—1,1}
e les vecteurs colonnes de la matrice M sont orthogonaux deux a deux

Par exemple, on pourra constater que

1 1 -1 1

1 1 -1 -1 -1 1
<1 _1>€H2 et 1 -1 -1 -1 € Hy

-1 1 -1 -1

3) Ecrire une fonction en Python qui lorsqu’elle prend en entrée la liste des colonnes d’une matrice M,
de taille n, renvoie 1 si la matrice est dans H,, et 0 sinon.

4) Soit M € H,,.
a) Quelle est la norme d’'un vecteur colonne de M ?
b) Que vaut |det(M)|?

5) Soit M € H,. On suppose que le premier vecteur colonne de M est le vecteur

1

Soit, pour ¢ dans [2,n], v; = Z mj;e; le i-ieme vecteur colonne de M. Démontrer que le nombre des
i=1
m;; égaux a 1 est égal au nombre de m;; égaux a —1.

6) On suppose que H,, est non vide. Démontrer que H,, contient une matrice My dont la premiere colonne
1

n

est le vecteur v; = Z e; =
i=1 1

7) Lorsque H,, est non vide, que peut-on dire de la parité de n?

8) On suppose n > 2 et H, non vide. Soit My une matrice dans #, dont la premiere colonne est le
1

n
vecteur v; = Z e = |:
i=1 1
a) Démontrer que det(Mp) est un entier relatif multiple de 2771,

b) Démontrer que n est un entier naturel multiple de 4.



