Lycée St Joseph Pour le mardi 16 janvier 2018
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 5

Correction

Exercice 1 (ESCP Europe 2015)
1) a) det(M)=-1+1=0 donc ’M n’est pas inversible

b) Comme M? = 0, pour tout k € N,

MF2 — MFEM2 = MF x0=0

Alinsi, ‘Vn =2, M" :0‘

2) a) detM =a—a=0donc ‘ M n’est pas inversible‘

b) Montrons par récurrence que la propriété :
Hn: M"=(1+a)"'M

est vraie pour tout n > 1.
o Hy: M'=(1+a)M.
. 14+a (1+a)a
e H, = Hp+1 : Supposons H, vraie. Comme M? = <1 ta El n aia

M™M= 1+a)" "M =(1+a)"M

> = (14 a)M, il vient

Donc H, 41 est vraie.
e Conclusion : |Vn > 1 M"=(1+a)" M

3) det M =b—a.
Ainsi, a = b entraine det M = 0 et M non inversible.

Réciproquement, si M est non inversible, alors det M = b —a = 0 et donc a = b.

Conclusion : ‘M est inversible si et seulement si a # b‘

4) a) La famille des évenements (X = k)ien forme un systéme complet d’événements.
De plus, (X =k)N(X =Y) = (X =k)N(Y = k). Donc la formule des probabilités totales s’écrit

P(X=Y)= JiOP(X = k)P(Y = k|X = k)
k=1

Or X et Y sont indépendantes, donc P(Y = k|X = k) = P(Y = k). En conclusion,

P(X=Y)= +f:op(x = k)P(Y = k)
k=1
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b) p €]0, 1] donc ¢* €]0, 1] et la série géométrique Z ¢>" converge :

—EOO: 2k
q =
k=0

2 1_
Or p? Zq% Zqu% 2 Conclusion : ZpZ 2k=2 _ ﬁqZ _ -9
k=0 k=1

c) Comme A = (det M #0) et det M =Y — X, il vient

A=(X=Y)
Or, d’aprés a), P Z P(X = klY = k).
De plus, P(X = k) = p(1 —p)k 1 =pd" et P(Y = k) = p¢®~! pour tout k € N*, par définition
de X et Y.

1
Donc P(X =Y) Z P(X ZpQ k=2 ?q d’apres b).
q
_ 1 —
Ainsi, P(A):l—P(A):l—P(X:Y):l—l—Jrq
q

2
Conclusion : | P(A) = %
q

5) a) Formule du binéme :

(x4+1)" = z”: (Z)xk

() - (B0 (E0-)

2n & (20 k
et (x+1) :Z s

. n .
Avec la convention ( ) =0 si p > n. Pour m = n, on trouve
p

(1) - 2605

¢) De méme qu’au 4)a), la formule des probabilités totales s’écrit

een- £ -HE0L)-4
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n n
D’apre — .
apres c), car (k) (n B k)

Conclusion | P(X =Y) = 1 <2n>

4n\'n

d) De méme qu’au 4), p(A):1_P([1):1—P(X:Y):1—41n<2n>
n

Exercice 2 (ECRICOME)

Partie I - Préliminaires

1x2 1
1) 0’1: =

4 2
Soit n > 1,

any1 VRt 1(27?;?)4”
an AR
(2n +2)!In1?y/n +1
T 4@2n)(n+ 1)12yn
2n+1)2n+1)vn+1

4(n+1)2y/n
_ 2n+1

- 2y/nn+1)

Ainsi,

An+1 2n -+ 1

an  2y/n(n+1)

2) Montrons par récurrence que la propriété :

: <
Ho:oanSy5 7

est vraie pour tout n > 1.

1
e H; : Comme V3<2, a1 < \/; et Hi est vraie.

e M, = Hyu41 : Supposons H,, vraie. D’apres 1),

2n +1 < 2n+1 n 2n+1
a = a NS ey
o nin+ D) " 2yt DV 2n+ 1 \4(n+1)
2n+1 < n+1
4n+1) " 2n+3°

Or (2n+1)(2n+3) —4(n+1)? = —1 < 0 donc

n+1
Any1 S MmE3
Donc Hy,41 est vraie.
Conclusion : [Vn > 1 < -2
e Conclusion : | Vn a
a
3) Montrons que, pour tout n > 1, o1
an,

2n+1)2 —4(nn+1)=4n’ +4n+1—4n> —4dn=1>0
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2n + 1)2
2n+1) > 1, et d’apres 1, ia

R CNICESVIE an

Ainsi, ‘La suite (an)nen+ est strictement croissante‘

Do > 1.

n 1
r est une suite croissante de limite —, donc par majoration (a,) est majorée.
( T 1) 7 par maj (an) y
Comme (a,) est croissante majorée, elle converge. Notons ¢ sa limite. Comme (a,) est croissante,

a1 = B < an, pour tout n > 1.

Ainsi, en conclusion,

1
La suite (a,,) converge vers ¢ € { }

22
La formule de Stirling nous permet de conclure a partir de ’expression de a,, :

Vi(s) _ Ja(2n)!

T T e
n 21\ 2n
Comme n! ~ (ﬁ) V27mn et (2n)! ~ ( n> 47n,
e €
Vn(2n)?"/dmne* 1
" 4ne2nn2n2mrn, /1
1

Ainsi, g - ﬁ .

Partie II - Etude de cas particuliers
Pour k € [1,n], notons

e A, I’événement « on choisit 'urne A lors de la k-iéme épreuve ».

e X la variable aléatoire du nombre de boules dans 'urne A lors de la k-ieme épreuve. X (§2) = [0, n].

Tant que le jeu n’est pas terminé, par indépendance des épreuves, X suit une loi binomiale de para-
metres (k,p).

1) n=1: Dés qu'on met une boule dans une urne, le jeu se termine, et donc 'autre urne est vide, donc

Ri(Q) = {0} et

n=2: Ry(2) ={0,1}. Par conséquent Ry suit une loi de Bernoulli.
[Re = 0] = (A1 N A2) U (A1 N A3) est la réunion de deux événements incompatibles. Donc

P(RQZO):P(AlmA2)+P(EﬂT2)

= P(A1)P(As) + P(A1)P(As) Indépendance des épreuves
111
272 272 2

De plus, [R2 = 1] = [R2 = 0] donc

Conclusion : ‘Rg — H#(1/2) ‘

—_ 1
n=3: [Rg :0] = (AlﬂAQﬁAg) @] (AlﬂAQﬁAg), et de méme, P(Rg :0) = 1l
[Rg = 1] : Il y a au total n + k = 4 épreuves.
[Rs=1] = (X4 =1)U (X4 =3) Union disjointe

= (X3=1,44) U (X3 =2,4)
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3 3 3
Donc P(X3 =1) = . p(1 —p)? = 2 et P(X3=2)= 25 Ainsi, I'union étant disjointe et la
derniere épreuve indépendante des autres,

- 3
3
[R;),:Q] P(R3:2):1—P(R3:1)—P(R3:2):§
. 1 3 3
Conclusion : | P(R3 =0) = Z,P(Rg =1)= g,P(Rg =2)= 3
Remarque. On peut aussi rédiger a ’aide d’un arbre en expliquant bien comment on en déduit
les résultats. 0
2) Par définition, F(X) = Z zP(X = x).
zeX(Q)
E(R) =0 |B(R) =1 BER)=0xi+1x242x3=
V= 72 YTy 8 8
1 . : o L
V(R1) = 0| car Ry est constant. | V(Ry) = 7| c’est une loi de Bernoulli de parametre 3
PO 2 o 15 3 5 3 15
Théoreme de transfert : F(R3) = 07 X 1 +1°x 3 +2° % 3= & donc par la formule de Huygens, on
15 81 39
=EB(R}) - E(R3)*=— —— =|—|

3) ‘ R, () =[0,n —1] ‘ En effet, dés qu’'une urne atteint n boules, le jeu s’arréte, et on regarde le nombre

de boules dans 'autre urne, qui est donc un entier positif (c’est un nombre de boules!) inférieur
strictement a n, sinon le jeu se serait arrété avant, quand cette urne aurait eu n boules.
4) a) On regarde I'événement (X,,_11, =n — 1) avec k < n, or Xy — ZA(N,1/2) puisque le jeu n’est
pas terminé, donc

n—1+4+k 1
P(Xn—1+k:n1):< )

n—1 on—Fk—1

b) Le jeu se termine avec n boule dans I'urne pleine et k dans I'autre, donc au bout de n+k épreuves.

[Rn = k] = (Xn—l-l—k =n—- 1aAn+k) U (Xn—1+k = ka/_ln—i—k)

C’est une union disjointe, le dernier tirage est indépendant du reste, donc

P(Rp = k) = P(Xp—11k = n — 1)P(Anik) + P(Xn_14k = k) P(Anir)
_(n—=1+k 1 xl—i— n—1+4+k 1 xl— n—1+k\ 1
\ n—1 Jonk17 9 k 2n—k=1 "9 k 2n—k—1

1 n—1+k
O

5) Soit k € [0,n — 2]. Ainsi, n+ k — 1 > 0 puisque n > 2 et k > 0.

2(k+1) 2k+1) 1 (n+k 1 k+1 (n+k)!

— PR, =k+1) = =

n+k (B +1) n+k 2vtk\k+1 2ntk—1ln 4+ k (k+1)!(n—1)!
1 (n+k—1)! 1 n+k—1

Ve [0,n—2], 2(k+1)P(Ry=k+1)=(n+k)P(Ry =k
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6) R, () est fini, donc R, a une espérance. En suivant l'indication :

n—2 n—2
> 2(k+1)P(Ry=k+1)=)Y (n+k)P(R,=k)
k=0 k=0

2nfkp(Rn = k) = nnfp(Rn = k) +n§kP(R -
k=1 k=0 k=0
2E(Ry) =n(1 — P(Ry =n — 1)) + E(Ry) — (n — 1)P(Rp =1 — 1)

Car Z P(R, = k)= 1. Ainsi,
k€ R ()

|E(R,) =n—(2n—1)P(R, =n—1)]

7) En utilisant la suite (a,) définie au I,

n—E(Ry) = (2n—1)P(Ry =n—1) = (2n — 1)222 . (?:f) - (27:“/%11)%_1

1 (Zn -1) 2
n—4o0 \f \/m n—;\j&-oo 2v/n, done |n — E(Rn) n—;\—Ji-OO \ﬁ

8) R,(Q) est fini, on peut donc appliquer le théoréme de transfert : Ri a une espérance, et

n—1 n—1 n—2
=> KP(Ry=k)=> KPR,=k)=)> (k+1)*P(R,=k+1)
k=0 k=1 k=0

Donc en utilisant I’égalité de la question 5, et en notant o,, = P(R, =n — 1), on a :

n—2
E(RY) =Y (k+1)(n+k)P(R, =k)
k= 0
—ZkQ +(n+1 nz:QkP k)+nn§P(R =
k=0 k=0

= E(Ri) — (n=1)%an + (n+ 1)(B(Rn) — (n = o) +n(1l - an)

Donc, en simplifiant puis en utilisant ’expression de (2n — 1)a,, obtenue en 6,

B(R2) = (n+ 1)E(R,) — (= 1)+ (n+1)(n = 1) + n)an +n
=n+1)ER, —n2n—1)a, +n Or 2n—1)a, =n— E(Ry)
= (n+1)E(R,) —n® +nE(R,) +n

Conclusion | E(R%) = (2n + 1)E(R,) — n(n — 1)

9) Formule de Huygens : V(R,,) = E(R?) — E(R,)? =|(2n + 1)E(R,) — n*> +n — E(R,)?|

_ (2n —1)
10) Lors de la question 7, on a vu E(R,) =n — —ay—1.-
. : 2n+1 NPT .
Or, d’apres I.1, pour tout entier n > 1, ap,+1 = ———=an, c’est-a-dire pour tout entier n > 2,
2y/n(n+1)
2n —1
Up = —F———Qp_
" oy/n—1)n " !

1
De plus a1 = o d’ou le programme :
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import numpy as np

def a(n):
if n == 1: # Condition de sortie
return 1/2
else: # Appel récursif

return (2*n-1) / (2 * np.sqrt((n-1) * n)) * a(n-1)

def esperance(n):
return n - (2*n-1) / np.sqrt(n-1) * a(n-1)

Partie III - Retour au cas général

1)

2)

Notons BP I’événement « c’est I'urne B qui est plein a la fin du jeu », et AP pour 'urne A. On a bien
sir P(AP) + P(BP) = P(AP U BP) =1 (les deux urnes ne peuvent étre pleines en méme temps,
puisque le jeu s’arréte des que 'une est pleine, donc les deux évenement sont incompatibles. Et leur
réunion fait 2 puisque le jeu ne s’arréte que lorsque I'une des deux urnes est pleine, et on est certain
qu’il s’arréte : il dure au plus m +n — 1 coups).

Or, si 'on note BP; ’événement « c’est I'urne B qui est plein a la fin du jeu, qui a duré m + k

n—1
coups » (ce qui revient a demander que l'on a mis k boules dans I'urne A, on a BP = U BP;,
k=0

et comme ces évenements sont deux a deux incompatibles, on a par c-additivité de la probabilité :

n—1
P(BP) =Y P(BP).
k=0
- - m—1+k\ , | . . .
BP; est la réunion disjointe de k: évenements (qui correspondent aux choix des numéros

des épreuve ou ’on place les k boules dans I'urne A, forcément lors des m + k£ — 1 premieres épreuves,
car pour que BP; se réalise, on joue m + k fois, et donc il faut que lors de la derniere épreuve, on
mette la boule dans B) qui sont tous de probabilités qmpk (on a choisi m fois 'urne B et k fois I'urne

n-l m—1+k k n—l m—1+k k
A), et donc P(BP) = Z q"p" = Z q"p” (par la formule de symétrie des

k=0 k imo\ m—1
coefficients binomiaux).
m—1
—1+k
De méme, P(AP) = Z " i p"¢", d’ou la formule.
=0 n—1

n—1+m

1 ) > 0, donc la suite est strictement croissante.
n—

a) Um+1 — Um = qm<
1

D’apres la relation précédente, on a p"u,, < 1, donc u, < —
p

1
(n étant fixé), ce qui fait que —
p
est un majorant (car il ne dépend pas de m).
Donc la suite (u,) est croissante majorée, donc converge (Théoréeme de la limite monotone).
m—1+k) (m—1+k)! 1 1 At ,
b = = D.o..m=14k) == ,
) ( m—1 ) =~ gD = L) =g [ (med)

Or, m+1i >~ m, et donc en faisant n fois le produit de suites équivalentes (n étant fixé ne
m——+00

p— i m—1+k m*
dépendant pas de m), on a H (m+1i) ~ m" et donc i

i—0 m—r+00 m—1 m—+oo k!
1=

e T or o7 est une constante (ne dépend pas de m), et par

m—1+k mF pF
0 m, k mk:7
c) naqp( 1 ) p
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comparaison puissance/exponentielle, comme 0 < ¢ < 1, on a mkqm — 0. Donc, comme deux

m——+00
m—1+k

suites équivalentes ont méme limite, ¢™p"
m—1

) — 0. En faisant une somme finie (de
m—+00

—1+k
n termes, n constant), on en déduit que | lim ¢™ Z ( * ) =0/

m—H—oo

—
m—1+k
d) L’égalité de la quesion 1 se réécrit p"u,, =1 —q™ E pk< T ), et donc la question précé-
m—
k=0

dente donne lim p"u,, = 1.
m—+00

Partie IV - Etude d’une variable discréte d’univers image infini
1) T7,(2) = N : linclusion 7,,(2) C N est évidente (7), représente un nombre de boules). L’inclusion
réciproque vient par exemple de ce que Ay N -+ N A N Appq N ... Agy, réalise Ty, = k, ceci quelque
soit k € N, et donc on a bien N C T,,(9).

kE—1
2) P(T,=k) = (n + L )pnqk , de la méme facon qu’auparavant.

k— k—1 1
3) ZP T, = k) Z<n+k )pq =p Z(TH_ ) k:pnw d’apres la formule du
k=0
blnome négatif. Kt comme ¢ = 1 — p, on trouve bien 1.

4) 1+ Z; suit une loi géométrique de parametre p, car tant que 'on a pas mis n boules dans 'urne A,
les épreuves se font de maniere identiques et indépendantes.

1
Done[Z;(Q) =N|, | P(Z; = k) = ¢*p|, | E(Z;) = = —1|= L et | V(7)) = L|.
p p p
5) | Tn=>_Zj|
j=1
6) Par linéarité de 'espérance, E(T,,) = ZE(ZJ) = % )
j=1
Les (Z;) sont indépendants, donc V(1},) = Z V(Z;) = n—g .
— p
Exercice 3 (Mines-Ponts MP 2016)
1) Valeurs propres de J : Soit xj(z) le polynéme caractéristique de J.
z -1 0 0
0 =z -1 :
xs(x)=det(zl, —J)=1|: . .. ..
0 -1
-1 0 0 =z
En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient
z -1 (0) 1 0 0
0 n r -1
xs(z) == +(=1)"H(-1)
-1 0
0 0 =z (0) x -1

Les deux matrices carrées de taille n — 1 étant triangulaires, il vient
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Xa(@) = & 4 (~1)l —gn

L’ensemble des valeurs propres est donc ’ensemble des racines n-iemes de 'unité, noté

U= {e*" [k € {0,....,n — 1}}

Les valeurs propres réelles de J sont —1 et 1 si n est pair, et 1 si n est impair.
Les valeurs propres complexes de J sont les racines n-ieme de 1'unité.

Diagonalisabilité : Le polynéme caractéristique de J est scindé a racines simples sur C, par conséquent

Finalement,

‘ J est diagonalisable sur C.

2) Il reste a déterminer une base de chaque espace propre.
Soit w=en € U,. Soit k € [0,n — 1]. Notons

E; = Ker (W*I, — J)

le sous-espace propre de J associé a la valeur propre Wk

T2
1 Tl
Soit X =] : | €eC". Comme JX =J | ! | =
Tn
T, L,
T
_ .k
Tro =W I 1
: WP
X ek, < ' <— X € Vect
Ty = wkazn,l .
& w(n—l)k
T1 = W Ty

La derniére égalité du systéme étant vérifiée car elle s’écrit 21 = w™ 21, ce qui est toujours vrai puisque

1
wk
w" = 1. En notant X = ) , il vient Ej = Vect (Xj). Comme J est diagonalisable d’apres la
w(nfl)k
n—1
question 1, 'espace est la somme directe des sous-espaces propres de J, d’ou C" = @ E;.. Ainsi,
k=0

‘ (Xo,X1,...,X,—1) forme une base de C" de vecteurs propre de J. ‘

Remarque. La réduction de la matrice J permet aussi de réduire toutes les matrices circulantes

agp ai ap—2 (Gp—1
an—-1 Qo ai an—2
A=lapno - . € M,(C)
. . . a
ai ap—2 Aap-1 Qg
n—1
On constate qu'une matrice circulante est un polynéme en J : A = Z agJ’. Par conséquent elle a les
=0
n—1
mémes sous-espaces propres E = Vect (Xi) que J, pour les valeurs propres Z aw. ]

=0
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3)

4)

Dans cette question et les deux suivantes, comme le suggere I’énoncé, toutes les égalités de variables
aléatoires seront notées modulo n, pour éviter d’avoir a distinguer les cas ¢ = 0 lorsqu’on parle de i —1,
et ¢ = n lorsqu’on parle de 7 + 1.

Puisque I'événement (X = 0) est de probabilité 1 et que la somme des probabilités des (X = k) vaut
1, les évenements (Xo = k) sont de probabilité nulle pour tout k # 0 :

1

0
Uy =

Soit m € N fixé et i € X;,+1(2) = {0,...,n — 1}. La famille (X,,, = k)i forme un systéme complet
d’évenements, ainsi

P(Xmi1=1) ZP (Xmt1 =14) N (X = k)

Or P(Xpm+1=1)N (X =k))=0sik ¢ {i —1,i+1}:

P(Xps1 =) = P(Xms1 =) N (X =i — 1)) + P(Xpy1 = i) N (Xpn = i + 1))
= P(Xpy1 =i X =i — )P(Xpn =i — 1) + P(Xpns1 = i| X =i + 1)P(Xpn =i + 1)
1
De plus P(Xyns1 = k = 11Xy = k) = P(Xyn41 = k+1|X,, = k) = 5. Dot

L1 , 1 .
P(Xpmi1 =1) = §P(Xm =i—1)+ 5P(Xm =i+1)

Ainsi, U471 = AU, avec

0 1/2 1/2
/2 0 1/2 (0)
A= e e :%u+JU:%u+J*)

o) . .o1/2

1/2 1/2 0
Conclusion :
1 _
A:§U+J1)

Remarque. Une matrice de permutation permute les vecteurs de la base canonique, elle transforme
donc une base orthonormée en une base orthonormée : ¢’est une matrice orthogonale. Ainsi, la trans-
posée d’une matrice de permutation est son inverse.

Ici, la permutation circulaire étant d’ordre n, J" = I, et donc J" 1 = J~ 1, O

D’apres la question 1, J est semblable & une matrice diagonale avec les racines n-iémes de 'unité sur
la diagonale : il existe donc P € GL,(C) telle que

J=p|0 ¢ p-!
S
0 0 "t



1 0 0
Wl o :
En passant & linverse, J ! = P . P~ Puis
o T 0
0 --- 0 w (D
1 0 0
2
1 0 cos (—)
A=-(J+JH=P on p!
2 : . . 0
2(n—1
0 . 0  cos (u)
n

Comme n est impair et supérieur a 3 par hypotheése, la valeur propre 1 n’apparait qu'une fois sur la
diagonale et chaque cosinus apparait exactement deux fois :

2km 2km 2n — k)
cos (257 = con (= 217) = o (1)

Les valeurs propres de A sont 1 de multiplicité 1 et, pour

-1 2k
tout k € {1, R i }, AL = cos (—ﬂ) de multiplicité 2.
2 n

Remarque. La matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans R, en particulier toutes ses
valeurs propres sont réelles. Ce qui permet de contrdler — un peu — ses calculs. O

n—1
2

2k 2k
Pour k € {1,..., }, o €0, 7[, d’ou Ay, = cos (—ﬂ) el—-1,1[:
n n

‘La valeur propre de module maximal est 1. ‘

L’énoncé demande de trouver un vecteur unitaire, mais sans préciser pour quelle norme. Cependant, il
est naturel de choisir la norme euclidienne, car une matrice symétrique réelle est diagonalisable dans
une base orthonormée pour la norme euclidienne.

1
1

=

Maintenant, posons Vj = ] € R": JVy =V d’apres le calcul des sous-espaces propres a la
1

question 2.

Remarque. Si M € #,(C) est une matrice qui vérifie

n
ViE[[l,nﬂ, Zszzl
7j=1

1

ce qui est le cas des matrices stochastiques, alors | : | est un vecteur propre de M pour la valeur

propre 1. ]

Un vecteur propre unitaire qui convient, associé a la valeur propre 1, est Vj.

5) Par une récurrence immédiate,

VYm € N*7 Um = AmUO

La matrice A est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base orthonormée de R™ : soit %’ une
base de diagonalisation comme a la question 4, avec les valeurs propres dans l'ordre (1, Ay, ..., A(k—1) /2),
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ou ’on impose de surcroit que le premier vecteur soit V[ — qui est bien unitaire — défini a la question
. / . 4 . . .,
4 ci-dessus, et que la base %' soit orthonormée. Soit P la matrice de passage associée.

1 0 0 .- 0
0 A O
A=PDP™' ou D=0 0 A . et P l=pT
: e T 0
0 «ov v 0 Aua
2

Comme toutes les valeurs propres autres que 1 sont de module strictement plus petit que 1, il vient

1 0 0 - 0

0 A" 0 (1) 0 0
D"=10o 0 A o | ——|. = Do

: . .. 0 0

0 -+ - 0 N,

Puis, par continuité du produit matriciel, A™ = PD™PT — PD.PT.
m—r—+00

Notons fs ’endomorphisme de matrice Ay, = hIE A™ dans la base canonique. Sa matrice dans
m——+00

la base orthonormée %’ est une matrice de projecteur, trés précisément le projecteur sur Vect (Vp)
sous-espace propre de A pour la valeur propre 1, parallelement a la somme des autres sous-espaces
propres. Comme %’ est orthonormée, f., est un projecteur orthogonal, ainsi

Ve e C" foolz) = (2, V) Vo

1
1
Donc lim U, = < lim Am> Uy = (Uy, Vo)V = — | ¢+ | Conclusion
m——+00 m——+00 n :
1
1
lim U, =-1:
m—-+00 :
1
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