Lycée St Joseph Pour le jeudi 25 janvier 2024

Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 4

Correction

Exercice 1 (E3A PC 2023)
< ulu >= |jul|?, ce qui est plus court a écrire.

1) a) Linéarité : Soit (z,y) € E%, A € R.

ou(Az +y) = 2Wu — Az +vy)

Azfu) + (ylu)
[ul]?

= Asou(m) + Sou(y)

Donc ¢, est linéaire.
oy : E— E : Pour tout = € E, p,(r) € E comme combinaison linéaire d’éléments de E.

=2 U— AT —y par linéarité du produit scalaire

Conclusion :
‘ py, €st un endomorphisme de E
b) Soit z € E.
(z|u)
Pu © Pu(T) = Qu (2 ||U”2 U= )
(x|u) o
= 2W ou(u) — pu(x) par linéarité de @,
(el g ful? (x|u)
=2 Cage =)~ G =)
(x|u) (z|u)
—2 )
"
=z
Ainsi,
v, =idp

Par conséquent,

©u est un automorphisme de F et ¢, ! = ¢,

c)
_ /o lzlu) (@|u)
(eul@lpu(@) = (29w =22 e =)
kel oy (@) 2 e
=12 ” ||2uH 2(2 THE ulx) + ||z Lemme, identité remarquable
U U
[ (@) (@|u)
= [lz|?



Alinsi,

(pu(@)|pu(®)) = [[2]* = (z]2)

Ainsi, ¢, est un isométrie, donc, d’apres le cours, conserve aussi le produit scalaire.
11 est possible de refaire la démonstration : Soit (z,y) € E?. L’égalité précédente en z +y s’écrit

lou(@ + I = lleu(@) +eu@)* = llz + 3l

En appliquant le lemme, il vient

low(@)I1? + 2(eu(@)lou(®)) + lea@? = [l + 2(z]y) + Iy

Comme ||y (z)]1 = [|z[|* et u(®)]I* = [ly]l*,
(pu()]pu(y)) = (zy)

Soit £ = Au € Dy. On pouvait aussi se contenter de regarder ¢, (u) directement, car u est une base de
D,.

pu(®) = Apu(u)

ol
=AY

=T

Comme ¢, est isométrie, si F' est stable par ¢, alors F'- aussi :

ou(Hy) C Hy,

Ainsi, (QDU)IDu =idp,, et

Siz e H, = D}, (x|u) = 0 donc

{x]u)
{ufu)

Ainsi, E = D, &, H, et @, agit comme l'identité sur D, et moins I'identité sur H, :

pu(z) =2

U—r=—=x

oy est la symétrie orthogonale par rapport a Dy,

On peut détailler : By = D,,, E_1 = H,, etc. On peut aussi prendre un raccourci : avec ey = u/||u|| base
orthonormée de D,,,
(x|u)
pp, () = (x|er)e; = u
(u|u)
est le projecteur orthogonal sur D,,. Donc o, = 2pp, —id est la symélrie associée a id —pp,, .
1 1
H est un plan (de base (| =1 |, 0 |)), donc
0 -1

dim H+ = dimR3 —dim H = 1

1
Ainsi, H L est une droite, et comme | 1 | est orthogonal a tout vecteur de H :
1
T T 1

VX=|y|eH, (lyll|1])=2z+y+2=0
z z 1
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dim H- =1 et

1
1| est une base orthonormée de H+-
1

Sl

1
1
b) Comme (e;) = ( 1|) est une base orthonormée de H*, I'expression de la projection ortho-

V3

gonale py. sur H est :

vz € R?, ppi(z) = (zler)er
Ainsi,
1 1 1 1 1 1 1
pr(]0 ):§< o1frp|? =3 |1
0 0 1 1 1
De méme,
0 0 1 1
par({1])=pur(|0 ):g 1
0 1 1

En conclusion, la matrice de py1 dans la base canonique (g1, 2,€3) est, en sortant le 1/3,

pur(e1) ppi(e2) ppL(es)
1 1 1 1 €1
M= 3( 1 1 1 ) €9
1 1 1 €3

Puis la projection orthogonale sur H est

1 111 1 2 -1 -1
I3—Mng—§ 111 =3 -1 2 -1
111 -1 -1 2
c) Comme ¢, = 2py1 —id, sa matrice est
1 -1 2 2
2M—13:§ 2 -1 2
2 2 -1

3) a) Soitz=y+ze E=A®, AL

U(x) =(y) +¥(2)
=y—z Carye Aetze At
= @) = b))~ () =y 2=z

Donc
Yoy =idg
De plus,
[ (@)1? = lly - =
= lyl* + || - =|? Pythagore, car y L —z
= llyl* + 1121
= ||| Pythagore

Donc 9 est un isométrie, et, en particulier
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‘ 1) conserve le produit scalaire

b) v est une symétrie et une isométrie, c’est donc une symétrie orthogonale.

Une projection orthogonale associée est la projection sur E; = A. Soit u une base orthonormée
de A, alors
Vx € F, pal(z) = (zlu)u

et P = 2pa —id = ¢, (car (uju) =1).
Ainsi,

‘Il existe au moins un vecteur u de E tel que ¢ = ¢, ‘

Exercice 2 (E3A PSI 2023)
1) a) M est detype 0si M = M = I, donc I’ensemble cherché est

{Up}

b) M est de type 1 si M T = M, donc I’ensemble cherché est 'ensemble des matrices symétriques :

Zp(R)

c) M est de type —1 si M est inversible et M T = M~ donc lensemble cherché est
On(R)

Exemple : —14.
2) a) Soit 01,02 € R. Calcul classique, a connaitre.
cos(f1) —sin(61))\ [cos(f2) —sin(fa)
sin(61)  cos(6;) sin(f2)  cos(62)

_[cos(01) cos(2) — sin(6;) sin(f2) — cos(61) sin(f2) — sin(f;) cos(b2)
~ \sin(01) cos(62) + cos(61) sin(f)  cos(Ay) cos(f2) — sin(6y) sin(hs)

_ <cos(01 +62) —sin(0; + 92)>

‘ 1 . fps
sin(6y +6s)  cos(f1 + 02) ormules de trigonométrie

Montrons par récurrence que la propriété :

o (A0)™ = A(mb)

est vraie pour tout m > 0.
e Hy : A(0) = I3 donc Hy.
o H,, = Hmy1 : Supposons H,, vraie.

(A(©))" ! = A(mb)A(6) (Hum)
= A(mb + 0) Par un calcul bloc et le calcul précédent.
= A((m+1)0)

Donc Hyn41 est vraie.

e Conclusion : ‘Vm >0 (A(6))™ = A(mo) ‘




b) Soit # € R. A(6) de type n si et seulement si A(0) " = (A(0))".
Or A(9)" = A(—0), et, comme n > 0, (A(6))" = A(nd).

La condition s’écrit donc
A(—0) = A(nb)

Au niveau des coefficients, on a donc
cos(—0) = cos(nh) et sin(—0) = sin(nh)

Ce qui signifie,

Jk € Z, —0 + 2kw = nb
Autrement dit,
Jhez, 9= AT
n+1

D’ou 'ensemble cherché

2k
{ T | keZ}
n+1

On nous demande les 0. Si on cherche les A(0), comme A(0 4+ 2xw) = A(0), on peut prendre k € [0,n + 1].

Mais ce n’est pas la question.

a) Comme I’énoncé le rappelle, (MN)" = N" M. Donc,

VEeN, (M%7 = (M

En particulier, ,
A :(An)n:(AT)n:(An)T:ATT:A

Ainsi,

A" = A

b) i) B" = A" = AA" = A" = B d’aprés a. Ainsi,
B"=B

ii) Comme A" = AT,
B = An+1 — ATA

Ainsi, BT = ATATT = ATA=B:

B est une matrice symétrique

iii) D’apres le théoréme spectral, toutes les valeurs propres de B sont réelles. On ne précise pas si
I’énoncé parle des valeurs propres réelles (a priori) ou complexe. Autant dégainer le théoréme spectral :
la question est réglée.

Soit A € Sp (B), et X un vecteur propre associé : BX = \X.
(BX | X) = (A\X | X) = )|X]|

TAX)TX

X)TAx

IAX]?

(
(A
(A

Or X est un vecteur propre, donc X # 0, d’ou || X|| # 0, et

_jaxp
X2

Ainsi,
Sp(B) C Ry
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iv) Le polynéme P = X™ — X est un polynéme annulateur de B d’apres la question i. Donc
Sp (B) est inclus dans ’ensemble Z(P) des racines de P.

Or Sp (B) C Ry d’apres iii, et les racines réelles positives de P sont 1 et 0 :
Sp(B) c {0,1}

D’apres le théoreme spectral, B est diagonalisable.
Donc, si Sp(B) = {0}, B =0, et si Sp(B) = {1}, B = I,.
Donc, si B # 0 et B # I,

Sp(B) = {0,1}]

v) D’apres les théoreme de diagonalisation, comme B est diagonalisable et que Sp (B) = {0, 1},
P =X (X —1) est un polynéme (scindé a racines simples) annulateur de B :

B?2=1B

Donc B est une matrice de projection. Or B est symétrique d’apres ii, donc B est une matrice
d’un projecteur autoadjoint. D’apres le cours,

B est une matrice de projection orthogonale

B projette sur Im B parallélement & Ker B = (Im B)*.
c) Montrons que Ker B C Ker A :

XeKerB=—BX=0
— (BX | X)=(0]X)=0 OrB=ATA
— (ATAX)TX = (AX)TAX =0
— |AX|? =0 Toujours la méme idée, celle de la question de cours.
= AX =0
— X ecKer A

Donc Ker B C Ker A
Montrons que Ker A C Ker B :

XeKer A=— AX =0
— BX =A""'X=A4A"0=0
= X € Ker B

Donc Ker A C Ker B

Conclusion :

‘Ker (B) = Ker (A4) ‘

d) Paviovien : en dimension finie, théoréme du rang. D’apres le théoréme du rang,

dimIm A = dim F — dim Ker A
=dimE —dimKer B Car Ker A = Ker B d’apres la question ¢ précédente.
=dimIm B

Comme B = AA",
VX e R", BX =A(A"X)eIm A

Donc Im B C Im A. Par inclusion et égalité des dimensions,

[Im (4) = Im (B)|




e) Comme B est une matrice de projection orthogonale (b.v.), Ker B et Im B sont supplémentaires
orthogonaux. Or Ker B = Ker A (¢) et Im B =1Im A (d). D’ou

‘ Im(A) et Ker (A) sont supplémentaires orthogonaux

f) Soit X € Im A =Im B.
|AX|* = (AX | AX)
= (AX)TAX
= (x]47Ax)
Or ATA = B, et X € Im B entraine, comme B est un projecteur, A" AX = BX = X.
IAX|? = (X | X) = | X]||”

Conclusion :

VX € Tm(4), [AX] = [1X]]

g) Si A est inversible, Im A = RP| et I’égalité précédente montre que A est la matrice d’une isométrie.
Ainsi, AT = 471

Si A est de plus inversible, alors A est aussi de type —1

] ImA—ImA
4) Soit g : X s AX

De plus, comme A = AT = A" on a g"“ =g".
n

. D’apres 3f, g est une isométrie, donc inversible.

En composant par ¢~ ", il vient ¢ = id 1, A-
Soit X =Y +Zec E=Ker A®, Im A (d’apres 3e). Alors

AX =AY + AZ =0+ g(Z2) = Z

Donc A est la matrice de la projection sur Im A parallelement a Ker A :

Si A est a la fois de type n et de type n+ 1, A est une matrice de projecteur orthogonal




