Lycée St Joseph Pour le jeudi 2 février 2023
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 4

Correction

Exercice 1 (E3A PC 2014) 1) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: AF = A

est vraie pour tout k > 0.
e Hj : est vraie par hypothese.

o H; = Hp.1 : Supposons Hy vraie. Ainsi,

ASH — Ay = (cos k6 —sin k@) (cos@ —sin 9)

sinkf coskf sin cosf

_ coskf cosf —sinkfsinf — cos kfsinf — sin kO cos b
o sin kB cos @ + coskfsinf —sinkfOsinb + cos kb cos b

_ [cos(k+1)0 —sin(k+1)8
~ \sin(k+1)8 cos(k+1)0

D’apres les formules de trigonométrie. Donc Hjy1 est vraie.

e Conclusion : |[Vk > 0 A’g = App

Géométriquement, Ay est la matrice d’une rotation d’angle @ (et de centre Q) dans R2. Donc A’g est
la composée de k fois la rotation d’angle 6.

Ainsi, ce résultat signifie que | Composer k fois la rotation d’angle 6 donne la rotation d’angle k6

2) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: (‘B)F="(BY)

est vraie pour tout k£ > 0.
e Hy : est vraie car [, = 'T,.
o M} = Hy41 : Supposons Hy, vraie : ({B)¥ = (B¥). De plus 'B'A = {(AB).
Par conséquent (‘B)f*1 =!'B(!B)*F = !B! (Bk) = Y(B*1). Donc Hy, 1 est vraie.

e Conclusion : |Vk > 0 ('B)* =(B")

3) Ap € O»(R) (*AgAy = I5) donc Ae_l ="t Ay. Ainsi, pour tout k € N, d’aprés la question précédente,
Ag* = (A" = (1A9)" ="(A9)"

Or d’apres 1), A’g = Ayp, et comme cosinus est paire et sinus imparie tAzy = A_g. D’oll A;k = A_1p.

Conclusion : |Vk € Z, Alg = A
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4) Cherchons M = Ay telle que M? = App = <(i _01> = Az /2.

T
Choisissons par exemple 0 = % et donc
p

D’apres 1), MP = Aj = Ayp = A,y donc convient.
Exercice 2

Partie 1 (un exemple)

1) Comme AT = —4, det(AT) = det(—A) = (—1)3 det(A) = —det(A). (rappel : on sort —1 de chaque
colonne, donc trois fois)

Or det(AT) = det(A). Donc det(A) = — det(A) puis det(4) =0 :

‘ La matrice A n’est pas inversible ‘

2) Polyndéme caractéristique :

xa(z) = det(zI; — A) 11 -1
. ) ) =x|0 -1 2
- 0 -2 1
=| -1 =z 1 Cr <+ Ci1+Cy+Chs v
1 -1 =z z—1 2
IR R R |
r 1 -1
—lz & 1| Lo Lo—1I =a((@—1)(@+1)+4)
r —1 =z L3%L3—L1

= z(z? +3)

Conclusion :

La matrice A n’a qu’une valeur propre réelle, 0

On verra plus loin que c’est un résultat général pour les endomorphismes antiautoadjoints.

3) [(X,Y)=XTYy

(u(X),X) = (AX)'X
1

= (—wz +z3 1 —w3 —x1+ fBQ) T2
€3

= —T2x1 + X3T1 + T1X2 — T3T2 — T1X3 + T2T3
=0

Ainsi,

u est un endomorphisme antiautoadjoint
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4)

5)

6)

On pouwvait aussi le montrer comme en 2.3.b, en utilisant uniquement A~ = —A : dans ce cas, il y a moins de

calculs.

Noyau :

Comme 0 est une valeur propre de multiplicité ag = 1, et que 1 < dim Fy < a9 = 1, on a dim Ker u = 1.

cKeru «— AX =0

>
Il
IS ISR

—y+z=0
— z—2z=0 1
—r+y=0 Li+Lo+L3=0 <= X € Vect |1

Conclusion :

1
Ker u = Vect | 1
1

Rang : Le théoréme du rang s’écrit

rg v = dim R® — dim Ker u = 2

On remarque que

Or Im u est engendrée par les vecteurs colonne de la matrice A, et Ker u = Vect ( ) d’apres 3).

—_ =

Donc Ker u L Im u. Ainsi, Ker « C (Im u)*.
De plus dim F = 3 finie, donc pour tout sous-espace vectoriel F, F & F+ = E. Ainsi,

dim(Im v)* = dim £ — dim Im «

= dim Ker u D’apres le théoreme du rang

Donc il y a inclusion et égalité des dimension :

)J_

Ker u = (Im u

0 -1
(] 1 1,] 0 |) est une famille libre (les vecteurs ne sont pas colinéaires) de vecteurs de Im u (en-
-1 1
gendrée par les vecteurs colonnes de A).
0 —1
Or d’apres 4), dimIm v = 2. Donc (e1,e2) = (| 1 |,]| 0 [|) est une base de Im wu.
—1 1
Procédé d’orthonormalisation de Schmidt : soit v = &5 — Aeq, avec A € R tel que v L g7 :

(v,e1) =0 = (g2 — Ae1,e1) = (e2,61) — Ae1, e1)

-2
1
(e, €1) = ——, puisv=¢e9+ -1 = =

D A=
one <€1,€1> 2 2 2

1

Finalement, en normant,
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Une base orthonormée de Imuest (—= | 1 |,—= | 1 |)

V21

(=)

On pouvailt aussi immédiatement utiliser que Ker v | Im u, et dans ce cas le second vecteur de la base de Im u

1 0
peut s’obtenir par le produit vectoriel : (l) A ( 1 ) .
1 —1

7) Comme Ker v = (Im u)*, on a
e Ker u®Im v = F : la réunion d’une base de Ker u et d’une base de Im u sera une base de E,

e Ker v | Im w : la réunion d’une famille orthogonale de Ker u et d'une famille orthogonale de
Im v sera une famille orthogonale.

Ainsi,

‘ P = (e1, ez, e3) est une base orthonormée de E

8)
e u(e;) =0 car e; € Ker u
1 0
o uley)=—F7A1 1

V2

1
1 -2
= 7 1 u(er) wu(ez) wu(es)

0 0 0 e1
= V/3e3 A/:( 0 0 _1/\/§> €2
0 \/g 0 €3

1/vV3 0 —2/V6
Matrice de passage P (orthogonale) : [P = [1/v/3 1/v2  1/v6
1/vV3 —1/vV2 1/V6

Formule de changement de base : | A = PA'P~1

Partie 2 (Généralités)

1) a) Le produit scalaire est bilinéaire :

0= (ulz+y),z+y) car u est antiautoadjoint
= (u(z) +u(y),z +y)
= (u(z),z +y) + (u(y), = +y)
= (u(x),z) + (u(x),y) + (u(y), =) + (u(y), y)
= (u(x),y) + (z,u(y)) car u est antiautoadjoint

Ainsi,

V(w,y) € B (u(@),y) = —(z,u(y))

b) Nous venons de montrer, en 1)a),

u est antiautoadjoint = pour tout x,y € E, (u(x),y) = —(z,u(y))



Réciproquement : supposons que pour tout z,y € E, (u(z),y) = —(x,u(y)). En y = z,
Ve e E, (u(z),z)=—(z,u(z)) =—(u(z),)

Donc Vz € E, (u(z),xz) =0 : u est antiautoadjoint. Finalement,

‘u est antiautoadjoint si et seulement si, pour tout z,y € E, (u(x),y) = —(z,u(y)) ‘

2) e Montrons que Ker u C (Im u)t :
z € Ker u = u(x) =0
= V' € E, (z,u(z')) = —(u(x),2’)  dapres 1)a)
= (0,2") car x € Ker u
=0
= Vyelmu, (x,y) =0
— g € (Im u)*

Donc

Ker u C (Im u)*

e Montrons que dim Ker v = dim(Im u)=.
D’apres le théoreme du rang, dim Ker v + dim Im » = dim F.
De plus, dim F+ + dim F' = dim E, donc ici dim(Im «)* 4+ dimIm u = dim E.
Par conséquent
dim Ker v = dim(Im u)~*

Conclusion : par inclusion et égalité des dimensions,

€1

Ker v = (Im u)

On aurait pu faire cette démonstration pour montrer la question 5 de la partie 1.
3) Soit % une base orthonormée de E.

a) Soit (z,y) € E? et X, Y les vecteurs colonnes des coordonnées de z et y dans Z associés. La
base % est une base orthonormée donc

(ay) = XY
b) Notons A = (a;;) la matrice de u dans 2.
Supposons v antiautoadjoint.
n
Viel,n], u(e;) = Z(u(ej), ei)e; car A est une base orthonormée
i=1
n
= Z ai;e; par définition de a;;
i=1

Par conséquent,

V(Zm]) € [[1,71]]2, QAij = <u(ej)7ei>
—(ej, ule:))

c’est-a-dire,

La matrice A est antisymétrique
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On pouvait aussi faire une preuve comme dans la question de cours : matriciellement, antiautoadjoint
sécrit VX e R, VY € R", XT(AT + A)Y =0 et entraine AT + A =0 (avec les étapes intermédiaires
nécessaires, évidemment).
Supposons A antisymétrique : AT = —A. Soit (x,y) € E? de vecteurs colonnes associés X et
Y dans la base Z.
T
(u(z),y) = (AX)"Y
= —XTATy rappel : (AB)T = BT AT
Donc, d’apres 1)b), u est antiautoadjoint.

Conclusion :

‘u est antiautoadjoint si et seulement si la matrice A de u dans Z est antisymétrique

Partie 3 (Réduction)

1) Soit z # 0 un vecteur propre pour la valeur propre A € Sp (u).

0= (u(z),z)
= Xz, x)
= A/

Or x # 0 entraine ||z| # 0, donc A =0 :

‘ la seule valeur propre réelle possibles pour u est 0

Par conséquent, si u est diagonalisable, sa matrice dans une base de diagonalisation sera la matrice
diagonale avec des 0 sur la diagonale. C’est-a-dire la matrice nulle. Ainsi, dans ce cas, u = 0.
Réciproquement, I’endomorphisme u = 0 est bien diagonalisable et antiautoadjoint. Conclusion :

‘Un endomorphisme antiautoadjoint u est diagonalisable si et seulement si u =0

2) Soit (x,y) € E°.
(s(x),y) = (u(u(z)),y)
= —(u(x), u(y)) d’apres 1)b)
= (z,u(u(y))) idem
= (z,s(y))

Par conséquent,

‘ L’endomorphisme s = u o u est symétrique ‘

3) a) Comme z € V,, s(z) = az. Donc (s(z),z) = (az, z) = a|z|>.
De plus, s = u?, donc par antisymétrie de wu,

(s(2), ) = (u(u(z)), 2) = —(u(2), u(2)) = —|u(@)|?

Finalement,
(s(2), 2) = af|z|* = —||u(z)|
2
Comme x # 0, ||z|| # 0 et donc a = —W < 0. Or a # 0 par hypothése. Ainsi,
x
a <0
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b) e Montrons que F' = Vect (z,u(x)) est stable par u :

)
y € Vect (z, u(:n)) o, B) € R?, y = ax + Bu(x)
o, B) € R%, u(y) = au(z) + fu’(z)  Or u’(z) = s(z) = ax
a, B) € R% u(y) = au(z) + afx

u(y) € Vect (z,u(z))

~— —

A
A
= 3
= u(

Donc u(F') C F,c’est-a-dire

’ F = Vect (z,u(z)) est stable par u ‘

e Montrons plus généralement que, si F' est stable par u, alors F’ L est stable par u :
Soit y € F*.

Vz € F, (u(y), z) = —(y,u(z)) Car u antiautoadjoint
=0 Car u(z) € Fety e Ft

Donc u(y) € F+. Conclusion :

F est stable par u

e Déterminons la matrice de u : F' — F défini par @(z) = u(x) pour tout x € F.
Par définition d’un endomorphisme antiautoadjoint, (u(x),z) = 0, donc (z,u(x)) est une
famille orthogonale de vecteurs non nuls de F' = Vect (z, u(z)) : elle est libre. Par construction,
elle est génératrice. Donc c’est une base, qui plus est orthogonale. Posons

e = —- et ey =
[E4| lu(@)ll

La famille (e1, e2) est une base orthonormée de F.

2
D’apres 3)a), lu(z)] = —a > 0, donc Ju()l =+V—a.

2 ’ ]

Comme de plus v?(z) = s(x) = ax,

w(z) _ lu(@)| u(z) e
uler) = [zl Mzl ffe()]] =V

wi(z)  ax —
uer) = o = @l = veeTel Y

Ainsi, u, 'endomorphisme induit sur F' par u a une matrice de la forme

0 -b
(b 0) avec b=+v—-a

[EIR ||u(l’)||>'

c) Notons p = dim Ker u. La matrice de u dans une base bien choisie s’écrit :

dans la base orthonormée (

0

0 —b
by 0

0 —bg
b O
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Noyau : On décompose FE :
E = (Ker u) @, (Ker u)*
F = Ker u est stable par u, donc d’aprés le raisonnement fait en 3b, F est stable par u. La

matrice de v dans une base orthonormée compatible avec la somme directe orthogonale sera donc
diagonale blocs, de la forme

0 0

0 M

Avec un bloc de zéros en haut a gauche de taille dim Ker w.

Supplémentaire du noyau : Puis on considére u; : (Ker u)t — (Ker u)* la restriction de u, qui

est bijective, et s; = u? qui est aussi bijective (det s; = det u? > 0).
Nous avons prouvé a la question précédente que I'on peut trouver un sous-espace vectoriel F' de
dimension 2 stable par u; et une base orthonormée % de F' telle que la matrice de la restriction

de u1 a F dans cette base soit
0 -b
<b 0 ) avec b>0

De plus F* stable par up, donc ug : F- — F1 est aussi antiautoadjoint, inversible, et dim F* <
dim(Ker u)J‘ : on peut appliquer ’hypothese de récurrence (a détailler proprement).

Exercice 3 (CCINP PC 2009)
1) Soit S € S (R) et M € #,(R). Comme ST = S,

(MTSM)T = MTSTM™T = MTSM

Donc MTSM est symétrique. De plus, par positivité de S,

VX € My (R)  XT(MTSM)X = (MX)T'S(MX)=YTSY >0

avec Y = MX € My, 1(R). Donc MTSM € ., (R). Conclusion :

Sec.ZHR) = VM € #,(R), MT'SM € ., (R)

2) Cours, preuves a connaitre.

3) A est symétrique réelle donc diagonalisable. Notons A1 et Ay ses valeurs propres.

TrA=XM+X=3>0 et detA=X N =2-1=1>0

Le déterminant prouve que les valeurs propres sont de meme signe, positif d’apres la trace. Donc

’A est symétrique positive ‘

Comme det A =1 # 0, A = 0 n’est pas valeur propre, et comme A € Y; (R),

’A est symétrique définie positive ‘

1

4) Le vecteur X = | 0 | # 0 est un vecteur propre pour la valeur propre —1 < 0. Donc toutes les valeurs

0

propres de B ne sont pas positives :

B n’est pas définie positive
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5) Soit S € S (R) : Sp(S) C R.. Soit T symétrique semblable & S : Sp(T) = Sp(S) C R,. Donc
T € S (R). Ainsi
Si S €S (R)etsiTeS,(R)semblable & S, alors T € S, (R)
6) a) Soit A € Sp (M), et X € 4, 1(R) un vecteur propre :

MX = )X
SiA=0, X € Ker M et Ker M # {0} : M n’est pas inversible, ce qui est absurde. Ainsi,

A#0
En composant par M ! et en divisant par \,
1
~X=M1X
A

Ainsi,

AeSp(M) = A#0et A eSp(MY)]

Montrons par double inclusion que Sp (M~1) = {A™1; X\ € Sp(M)}.

L’implication ci-dessus signifie {\™' ; A € Sp (M)} € Sp (M~1).

Soit € M1, Comme M ™! est inversible, on peut appliquer la propriété précédente : i # 0
et A = pu~! est valeur propre de (M_l)_1 =M.
Cest-a-dire g = A~! avec A € Sp (M). Ainsi, Sp (M) c {A\™'; A e Sp (M)}

Conclusion :

Sp(M~ Y ={x""; XeSp(M)}

b) Soit S € ST (R), d’apres le cours Sp (S) C RY. En particulier, 0 ¢ Sp (5), donc S inversible.
Puis
(S—l)T — (ST)—l — S—l
Donc S~! symétrique.
D’apres ci-dessus, Sp (S™1) = {A™'; XA € Sp(S)} donc Sp (S~1) C R%.
Donc S~ € ST (R). Ainsi,

Si S € S T(R), alors S est inversible et S~ € ST (R)

7) Supposons que pour tout X € .#,1(R), XTSX = 0.

Comme S est symétrique réelle, d’apres le théoréme spectral, il existe une base de vecteurs propres de
Mn1(R), que 'on peut noter (Vi,...,V,). D’apres ci-dessus,

Vi€ [1,n], VISV, =0
Soit i € [1,n]. Comme V; est un vecteur propre, en notant \; la valeur propre associée, on a
VISV, = Vit (Vi) = Ail[Vi|?

Ce calcul, dans ’esprit de lexercice 24 ou de la preuve que E\ L E,,, est tres classique.
Comme V; est un vecteur propre, ||V;]|? # 0, donc \; = 0.
Ainsi, toute valeur propre de S est nulle. Comme il existe P € GL,(R) telleE| que

A\ 0
S =PDP ! avec D= L =0
0 A

Donc S = 0. Ainsi,

1. Par exemple P = (Vi|Va]---|V4) € On(R)
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8)

a)

b)

d)

Si pour tout X € #,1(R), X"SX =0, alors Sp (S) = {0} et S=0

Soit S = Sy — S1. S1 < Sy signifie S € S;F(R), donc Sp (S) € Ry
D’autre part, Sz < S entraine —S € S (R), donc Sp (S) € R_.

Ainsi Sp (S) = {0}. D’apres la preuve de la question 7, S étant diagonalisable (car symétrique
réelle), S = 0. Ainsi,

‘(51<52) et (52<31):>S1:S2‘

Sin =1, la relation d’ordre est ’ordre sur R, donc S; < 52 ou So < 5.
Supposons n > 2 et considérons les matrices diagonales, donc symétriques, suivantes :

Sy =diag(3,1,...,1) et  S,=2I,

Alors S = S1—5, = diag (1, —1,...,—1). Ni S ni —S n’est symétrique positive (Sp (S) = {—1,1}),
donc ni Sy < 57 ni S7 < 59 n'est vrai :

Si (S1,S2) € (Su(R))? et n > 2, on n’a pas nécessairement S; < Sy ou Sy < S

Pour prouver ce genre d’affirmation, il suffit d’un contre-exemple. Mais le contre exemple doit étre bien
explicite, et adapté : traiter le cas n = 2 ne suffit pas, puisque n est fixé. Ce qui ne doit pas vous empécher,
par contre, de trouver un contre-exemple pour n = 2 puis d’en tirer un contre-exemple pour n quelconque.
Soit S; = diag (0,1,...,1) et So = I,, deux matrices diagonales donc symétriques.

Comme Sy — S; = diag (1,0,...,0) € SZ_(R), S1 < 59 et S1 # 5s.

Par contre, S = Sy — S; = diag (1,0,...,0) a pour spectre {0, 1}, donc n’est pas définie positive :
S < Sy est faux.

Si (51, 99) € Sn(R)2 telles que S1 < Sz, S1 # So, on n’a pas nécessairement S; < Sy

Soit Sp et So deux matrices de S, (R) telles que S1 < Sy et a un réel.

Posons S = S — 51, S € S (R) par définition de <.

Sia>0,aScS (R) (XT(aS)X =aXTSX > 0). Donc aS; < aSs.

Si a < 0, le résultat précédent avec —a donne —auS € S;7 (R), c’est-a-dire a.Ss < a.S;.

Ainsi,

Sia>0, 51 <85 =— aS <ad
SiagO, 51<32:>a5’2<a51

Soit S, 7 et S trois matrices de S,,(R) telles que S < Sz : S2 — 51 € S (R).
Comme (So + S) — (S1+85) =S — 51 € ST (R), il vient S; + S5 < S2 + S :

V(51,85,8) € Su(R), S1<Sh=51+5<%h+5|

9) Soit M € #,(R). Comme S; < Sy, on a S =52 — 51 € Sp(R). D’apres la question 1,

MTSoM — M™"S1M = M™SM € S,(R)

Ainsi, MTSlM S MTSQM.

Y(S1,59) € (Sp(R)2YM € 4, (R), Sy < Sy = M'S|M < MTSyM
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10)

11)

11

a)

b)

a)

b)

D’apres le théoreme spectral, S est diagonalisable dans une base orthonormée : si on note
(A,...,An) les valeurs propres de S comptées avec multiplicité, il existe P € O, (R) telle que
S = PDP~! avec D la matrice diagonale diag (\1,...,\,). Comme PI,P~! =1,

S—1I,=PD-1,)P!

et les valeurs propres de S — I, sont (A\; — 1,..., A, — 1).
Or I,, < S signifie S — I,, € S;F (R), donc Sp (S — I,,) C R.
Donc, pour tout ¢ € [1,n], A; =1 >0, donc \; > 1 :

Sp(S) € [1,+00]]

Comme 0 ¢ Sp (),
S e GL,(R)

Nous venons de montrer que, pour tout A € Sp (S), 1 < A. Donc A # 0, et 0 < A7 < 1.
D’aprés la question 6a, Sp (S™!) = {A™'; A € Sp(S)}. Donc

Sp (S~1) clo, 1]

Ce qui entraine immédiatement 0 < S~ 1.

De méme qu’en 10a, pour tout o € R, les valeurs propres de M + o, sont les valeurs propres de
M, auxquelles on rajoute «. Donc Sp (—S + I,,) C [0, 1].

Ainsi, comme —S + I, est symétrique, —S + I,, € S;(R), et

0<S <,

Soit M € GL,(R) telle que S = M™M.
ST — MT(MT)T =9
Donc S est symétrique. De plus, pour tout X € ., 1(R),

XTSX = MXTMX
= [MX|* >0

De plus, M X = 0 entraine M~ *MX = M0, donc X =0 :
VX € M1 (R), X #0, XTSX >0

Ainsi, S € ST (R).

S’il existe M € GLy,(R) telle que S = MTM, alors S est symétrique définie positive

C’est la question de cours, avec un petit plus : dans le cas définie positif. Classique.

Comme S € ST (R), ses valeurs propres sont strictement positives. S étant diagonale, ses valeurs
propres sont sur la diagonale : soit (A1,...,A,) € (R})" tels que S = diag (Aq,...,\,). Alors, en
notant M = diag (V1, ..., v\,

S=M>=MM

La matrice M est inversible car les 1/ \; sont non nuls.

S=M'M avec M € GL,(R)
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c) D’apres le théoreme spectral, S est diagonalisable dans une base orthonormée : soit P € O, (R)
et D = diag (\1,...,\,) telles que S = PDPT.
Avec D = diag (VAL o sV An), et M = DP" il vient

M™M = PDDP"
= PDPT
=9

De plus, det M = det D det PT, avec det D>0 (produits des réels VA strictement positifs) et
det P € {—1,1} non nul. Donc M € GL,(R). Ainsi,

IM € GL,(R) S=M"M

12) C’est une question de synthése : il faut avoir en téte les résultats qui précédent — on peut éventuellement se faire

12

une rapide fiche, au fur et a mesure de l’épreuve.

0 < S signifie S1 € ST (R).

D’apres la question 1lc, il existe donc M; € GL,(R) telle que S; = MfMl. Soit une telle Mj.
Avec M = M 1 la question 9 s’écrit

Iy = (M{ Y™ MM < (M7 TSoM !

D’aprés 10a, S = (M;1)TSaM; ! est inversible :
0 # det S = det(M;) ™" det Sy det(M;) ™"

Donc det Sy #£ 0 :

‘ Sy est inversible. ‘

De plus, d’apres 10b, 0 < S~ < I,,. Or
S~ = My Syt MT
Posons M = (M; )T : 1a question 9 s’écrit

STl <1, = M'S'M < MTI,M
— My MySy M (M) < M (T
= Syt < (M{My)!

— | Syt < st




