Lycée St Joseph Pour le jeudi 5 décembre 2019
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 4

Correction

Exercice 1 (HEC, B/L 2016)
1) a) Si f est bijectif, alors f est injectif et surjectif, c’est-a-dire Ker f = {0} et Im f = E. Donc

Ker foIm f=F

Ainsi

b) Montrons que Ker f NIm f = {0} en faisant les calculs dans une bonne base.
Comme f n’est pas bijectif, Ey = Ker (0id g —f) = Ker f # {0} : 0 est valeur propre de f.

Soit & = (e1,...,e,) une base de vecteurs propres, avec e; correspondant a la valeur propre
A = ;. On impose de plus que (e, ..., e) soient les vecteurs propres correspondant a la valeur
propre A = 0, et que les \; suivant soient non nuls.
z1
Soit x € E et X = | : | son vecteur colonne des coordonnées dans la base %4. On a
In
n n n n
flx)=1f (Z $i€z> =Y wif(e) =) wihiei = Y widie;
i=1 i=1 i=1 i=k+1
Ou, matriciellement dans la base 4, si y = f(x),
0
/\1 0 I )\1.%1 :
Akt 1Tk 41
0 )\k—l-l Ln AnTn .
ALn
/
1
On notera X' = | : | celui de 2’
Ty,
reKer fNIm f = f(x)=0 et 32’ € E, x= f(a')
0 T 0
0 0
— =0 e J2'€E, Tk = ,
Ak 1Tk 1 T41 Ak 1T
Ann, Tn, )\nx/n
= Vie[k+1,n],\z;=0 et Vie[l,k],z;=0
— Vi, z; =0
= x=0
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Donc Ker f NIm f = {0}.
De plus, d’apres le théoreme du rang, dim Ker f 4+ dimIm f = dim F.
Conclusion : ‘Ker felm f= E‘

Ainsi,

2) Soit f un endomorphisme de F vérifiant la relation f o (f —id g)* =0 2 (E)-

a) f et id g commutent donc on peut appliquer la formule du binéme pour n = 2,
(f—idg)?+ foQidp—f) = f2—2foidp+id2 +2f — f2=idg

b) Soit € E. D’apres ci-dessus,
r=(f—idp) (@) + f((2id g —f)(@)) = &1 + 2

avec To = f<(2idE—f)(:c)) = f(2') €Im f

et 21 = (f —id g)?(z) € Ker f car f(x1) = fo (f —idg)*(x) = 0.
Donc E = Ker f + Im f.

De plus, d’aprés le théoréme du rang, dim Ker f + dimIm f = dim FE.
Conclusion : ‘Ker f@Im f = E‘

Ainsi,

3) Montrons que Ker f NIm f = {0}. Par hypothese, f = — E % fe.
. al
1=2

reKer fAlm f = f(z)=0 et 32’ € E, x= f(a')
= €k, fA(2)=0 et x:f(:c'):—zgfi(:c')zo
— a1

= =0

Donc Ker f NIm f = {0}.
De plus, d’apres le théoreme du rang, dim Ker f 4+ dimIm f = dim E.
Conclusion : ‘Ker felm f= E‘

4) Ker A :
T
X=]|:]l€Ker4d <= AX =0
T4
Tro = 0
< T1—x4 = 0
o = 0
1 T4 0 1
x| O] 0 0
— X = .%'3_.21?3 —1'31—|—$40
Tq T4 0 1
0 1
<— X € Vect (1) , 8
0 1

Ainsi, | Ker A = Vect

O = OO
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Im A : D’apres le théoréme du rang,
dimIm A = dimR* —dimKer A=4—-2=2

De plus, Im A est engendré par les vecteurs colonnes :

0 -1 0 0
0 0 0 0
Im A = Vect 1 0 0 1
0 1 0 0

Comme dim Im A = 2, il suffit de prendre 2 vecteurs colonnes non colinéaires (i.e. libres), par exemple
les deux premiers :

—1
Im A = Vect

O = O O

0
0
1

Les techniques pour déterminer Ker A et Im A doivent étre parfaitement maitrisées.

Ainsi, e3 € Ker f et eg € Im f, donc

‘ImfﬂKerf;é{ORz;}‘

0 0 00
w=l0 0l e a0
00 00

On lit immédiatement Ker f? = Vect (e1, e3, e4) et Im f2? = Vect (e3) donc Ker f2NTIm f2 # {0}.
Mais Ker f3 = E et Im f2 = {0}. Donc Ker f2 @ Im f3 = R?
Ainsi, est le plus petit des entiers p pour lesquels on a Ker f? @ Im fP = R*

5) a) Soit ke N.

~—

zeKer fF — fFx)=0
= f"(2) = f(0)=0
— 1z € Ker fF+!

Conclusion : Ker f* c Ker f**!

b) En passant aux dimension, l'inclusion précédente nous donne

dim Ker f* < dim Ker fF+1

c) Supposons que, pour tout m € N, Ker f™ # Ker fmHL @est-a-dire que Pinclusion est stricte, et

donc que la suite d’entiers (dim Ker 1k ) est strictement décroissante. Comme 'inégalité stricte
entraine
Vk e N (dim Ker f*)+ 1 < dim Ker ff+!

Par récurrence,

VEeN k= (dimKer f°) + k < dimKer f*

Ce qui entraine en particulier dim Ker f**! > n+1 > dim E, ce qui est absurde.

En conclusion, |11 existe un entier naturel m pour lequel Ker f™ = Ker fm+!

d) Montrons par récurrence que la propriété :
Hy:  Ker fP° = Ker frot*

est vraie pour tout k > 0.
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e)

)

e Hy : est vraie.

e Hj; = Hj.1 : Supposons Hy vraie.

z € Ker froth+l fp°+k+1(a?) = prH(fk(x)) =0
f¥(z) € Ker fPot! = Ker fro
P4 () = () = 0

z € Ker fPotk

FEel

Donc Ker fPotF+1 « Ker fPot*. Or, d’aprés 5)a), Ker fPotF < Ker fPotF+1 Dlou Dégalité.
En appliquant Hj, il vient

Ker fPothtl — Ker fPotk — Ker fPo
Donc Hyy1 est vraie.

e Conclusion : [Vk >0 Ker fP° = Ker fp(’"'k

Soit z € Im fP et 2’ € E tel que x = f(z').

z€Im fPoNKer ff0 = fPo(x) = f2P(z') = 0
— ' € Ker f?P = Ker fP° (d’apres d) avec k = pp)
= z=fP@")=0

Donc Im fP° NKer fP° C {0g}.
De plus l'intersection de deux sous-espace vectoriel est un sous-espace vectoriel et contient donc
0g. Finalement :

[Im 7 N Ker f* = {0} |

D’apres le théoréme du rang appliqué a f?°,
dimIm fP° + dim Ker f?° =dim E
D’apres la question précédente,
Im fP* N Ker f* ={0g}

Donc
Im fP° @ Ker fFO =F

Il reste & prouver que, si p € N tel que p < pg, alors Im f? et Ker f? ne sont pas supplémentaire
dans E. Soit p € [1,po]. Montrons que Im fP N Ker fP # {0g}. Déterminer une intersection est
toujours plus facile qu’une somme.

Par construction de pg, Ker fP C Ker fP™!. Soit € Ker fP*! mais = ¢ Ker fP.

Comme p > 1 et z € Ker fPL, fP(fP(z)) = f?P(z) = 0. Donc fP(x) € Ker fP NIm f?.

Or x ¢ Ker fP, donc fP(x) # 0. Ainsi

Im fPNnKer f? # {0g}

Donc Im f? et Ker f? ne sont pas en somme directe.

Conclusion : ‘ Cet entier pg est le plus petit entier p pour lequel Im f? @ Ker fP = F ‘

1 01 011 A0
6) Soit Ay =[0 0 O]|et Ao =|[0 0 1].La matrice P est diagonale bloc: P = ( 01 A >
10 1 000 ?
A5 0 0 01
Donc PF = ( ! k) Or, A2=10 0 0] et A3 =0, et par récurrence, A% = kA,.
0 A 0 00
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Par conséquent, eg ¢ Ker f2 et eg € Ker f3. Donc py > 3.

De plus, pour tout p > 3, PP =p (

4 0). Donc Ker fP = Ker f3. Ainsi, pg < 3. Donc

0 0

L’image étant engendré par les vecteurs colonnes,

Im f3 = Vect (e1 + e3) et Ker f3 = Vect (e] — e3, eg, €4, €5, €6)

Le noyau s’obtient car f3(x) = 0 pour x € {e; — e3, €2, €4, €5, €6} et égalité des dimension d’apres le
théoreme du rang.

Ainsi,

Ker 3@ Im f2 = RS

Exercice 2 (Centrale PC 2019)
I. Exemples de sous-algebres

I.A - Exemples de sous-algébres de ., (K)

1)

e Montrons que T},(K) et 7,7 (K) sont des sous-espaces vectoriels de ., (K) :

Ce sont des parties de ., (K), et la matrice nulle est dedans donc elles sont non vides.
Soit A € K, (4, B) € T,,(K) :

v(i,7) € [1,n]?, i>j = a;=by;=0

Donc

V(i,7) € [1,n]?, i>j = Aaj; +bi; =0

Donc AA + B € T,,(K). Ainsi

T,,(K) est un sous-espace vectoriel de ., (K)

De méme pour 71 (K) en remplacant 1'inégalité stricte qui précede par une inégalité large.

e Montrons que 7},(K) et 7. (K) sont stable par le produit matriciel :

Soit (A, B) € T,,(K), notons C' = (¢;;) = AB.

aipr=0sik <1

n J
Y(i,j) € [1,n]?, Cij = a;kbr; = ;b car
( ]) [[ ]] ij ];1 ikOkj ; ikOkj {bijOSij<k‘

En particulier, pour i > j, ¢;; = 0. Donc C € T;,(K).
Pour (4, B) € T,/ (K), on trouve

j—1

v(i, j) € [1,n]?, cij = Y kb,
kit

Donc ¢;; = 0 pour ¢ > j —1 (non seulement la diagonale est nulle, mais celle au-dessus aussi). Ce
qui entraine C € T, (K).

n

Conclusion :

T,(K) et T.¥ (K) sont des sous-algebres de .#;,(K)

Le rapport de jury conseille — a juste titre — de bien prendre le temps de rédiger correctement la premiere

question : il y a au moins 6 questions du type « est-ce une sous-algébre », ce qui est logique vu le titre du I.

Donc vous vous posez la question « comment rédiger ca » une seule fois pour toute, et vous avez une rédaction

parfaite pour les 6 questions (et plus a réfléchir pour les 5 questions qui suivent).
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2) S9(K) et A2(K) ne sont pas stable par produit : Soit A = <(1) _01> € 59(K) et B = <(1] é) € S9(K) :

AB = (_01 é) ¢ 5 (K)

0 1

De méme pour Ax(K) : A’ = B' = (_1 0

> € AQ(K) et

AB = I, ¢ Ay(K)

Conclusion :

‘ Sn(K) et A, (K) ne sont pas des sous-algebres de ., (K) ‘

[l faut prendre des contre-exemples concrets.

3) On utilise des matrices blocs : Soit
A Ogp—2 B 0252
Ay, = ’ t B, = ’
" <0n—2,2 On—2 ¢ " Op—22 Op—2

T
AT = (OA 05’"2> = A, car AT = A. Donc A, € S,,(K). De méme, B, € S,(K).
n—2,2 n—2

Par produit de matrices diagonales blocs, comme (AB)T # AB,

AB, = [ AP 022} g gy
Op—22 Op—2

Donc S,,(K) n’est pas stable par produit :

’ Sy (K) n’est pas une sous-algebre de ., (K) ‘

De méme, pour A, (K) on raisonne avec des matrices blocs :

!
a=py = A Re) g o TR Oz gy
Op—22 Op—2 Op—22 0Op—2

Donc A,,(K) n’est pas stable par produit :

’ A, (K) n’est pas une sous-algebre de ., (K) ‘

I.B - Exemples de sous-algébres de .Z(F)

4) e Montrons que 2/r est un sous-espace vectoriel de Z(E) :

C’est une partie de Z(FE), et la fonction nulle v = 0 est dedans :
Vx € F, u(z)=0€F car F' est un sous-espace vectoriel de E

Donc «7r # (.
Soit A € K, (u,v) € o :
Ve e F (Au+v)(z) = Mu(z) +v(z) € F

comme combinaison linéaire d’éléments de F' car F est un sous-espace vectoriel de . Donc
Au—+v € Ar. Ainsi

/F est un sous-espace vectoriel de .Z(FE).
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e Montrons que @7 est stable par composition :
Soit (u,v) € @3

v(F)C F=u(v(F)) Cu(F)CF

Ce qui entraine uov € p.
Conclusion :

‘ o/r est une sous-algebre de Z(E) ‘

5) Soit (e1,...,ep) une base de F' complétée en une base # = (ey1,...,ey,) de E.
Notons Ap = {M € #,(K) | u € o/r/M = Mat (u, #)} 'ensemble des matrices des éléments de @7/p
dans la base 4.

Les K-espaces vectoriels &/r et Ap sont isomorphes, nous allons donc déterminer la dimension de Ap.

Montrons que Ap = { < My

M.
)| My € A, (K), My € My p(K), My € My p(K) | :
On—p,p M4

Soit M = (aij) € Ap, et u € @r 'endomorphisme associé dans la base %.

n

vy e [1,p], u(ej) = Z a;je; par définition de la matrice d’'une application linéaire dans %
i=1
P
= Zaijei car ej € F' donc u(ej) € F' = Vect (e, ..., ep)
=1
M; *
Donc M = ( 01 *> avec M = (aij)1<ij<p € Hp(K).

Conclusion :

n—p.p

M, M
Ar C {(0 1 Mi) ‘M1 € My(K),Ms € Mpn—p(K), My € ///n—p(K)}

My, M3
n—p,p My

Soit M = (aij) = <0

) € Mp(K). Cest-a-dire

V(Z,j)G[[l,p]]X[[p—i—l,n]], aZ]:O

Ainsi, en notant u € Z(F) 'endomorphisme associé dans la base 4,

p
vy e [1,p], u(e;) = Zaijei eF
=1

p
Soit x € F:x = Z xje; par construction de %, et
j=1
P
u(x) = Z:Cju(ej) = Z:Ej ajje; € F
j=1 j=1 =1

Donc u € &p, et M € Ap.
Conclusion :

n—p.p

{<0M1 ]\Z\fv> ‘Ml € My(K), Ms € My n—p(K), My € ///n_p(K)} C Ap
4
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Alinsi,

n—p.p

M, M
Ap = {(0 1 Mi) ‘M1 € Mp(K), M3 € Mpn—p(K), My € ///n—p(K)}

Ce sous-espace vectoriel a pour base (E;;); jer avec I = [1,p]* U([1,n] x [p + 1,n]). Par conséquent,

%)

dim o7 = p* 4+ n(n — p) = n* — pn + p?

L’interprétation matricielle de u et sa preuve est du cours.

6) Posons f(z) =n? — zn + x? pour tout z € [1,n — 1].

fl(x)=22—n
Donc
x 1 n/2 n—1
f'(z) - 0 +
n?—n+1 n®—n+1
f \ /
3n? /4
Alinsi,

2 2 2
- = - 1
15;12%(1@ pn+p°)=n‘—n-+

I.C - Exemples de sous-algébres de .#,(K) diagonalisables et non diagonalisables
Ce sont des|maltrices de simalitudes.

7) e Montrons que I'(K) est un sous-espace vectoriel de .#5(K) :
C’est une partie de #5(K), et la matrice nulle est dedans (a = b = 0), donc I'(K) # 0.
Soit A € K, (M, M') € I'(K)? de coefficients a, b et a’, V.

; (Aa+d —(Ab+b) a’" =Xa+d
)\M+M—<)\b+b, X+ d! € I'(K) avec AR

Ainsi
I'(K) est un sous-espace vectoriel de .#5(K)
e Montrons que I'(K) est stable par produit :
Soit (M, M') € T'(K)? de coefficients a, b et a’, V.

1" 1 n__ /
,_ [a” b a’ =aa —bb
MM = (b// o ) € I'(K) avec { Y — abl + ba

On reconnait le produit sur C, I’ensemble (T'(R),+, x) est isomorphe a (C, 4+, x).
Donc I'(K) est stable par produit.
Conclusion :

‘ I'(K) est une sous-algebre de .#5(K) ‘

0 -1
1 0
M n’est pas diagonalisable :

8) La matrice M = € I'(K) a pour polynéme caractéristique X2 + 1, qui n’est pas scindé, donc

‘ I'(R) n’est pas une sous-algebre diagonalisable de .Z5(R) ‘



https://fr.wikipedia.org/wiki/Similitude_(g%C3%A9om%C3%A9trie)#Matrice_d'une_similitude_vectorielle_plane_et_lien_avec_l'ensemble_des_complexes
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9) Comme X2+ 1 = (X —i)(X 4 1), le polynéme caractéristique de B = (O _1> est scindé a racines

1 0
simples, donc B est diagonalisable :

<(1] _01> est diagonalisable sur C

On remarque que I'(C) = Vect (12, B). Soit P € GL2(C) telle que
B=PDP! avec D diagonale
Alors, pour tout (a,b) € C?,
aly +bB = aPP~' + bPDP~! = P(al, + bD) P~

Donc als + bB est diagonalisable dans la méme base que B. Conclusion :

‘ ['(C) est une sous-algebre diagonalisable de .#5(C) ‘

I1. Une sous-algébre commutative de .#,(R)

Ces matrices ont été vues en TD dans le cas de la dimension 3.

II.A - Calcul des puissances de J

10) Casn=2:
pler) = ey et v(e2) = e1
Donc
(0 1\ _ 9
J (1 0>—J(0,1) et J°=1
Casn>2:
0o - 0 1
1 0
J=J(0,1,0,...,0) = | ¢
o --- 0 1 0

Calcul de J? : Pour tout j € [1,n — 2], ¢*(e;) = €j1a, et ©*(en—1 = e1, p*(en) = ea.
On peut noter a l'aide d’une seule formule grace a des congruences (comme pour les angles — ce n’est pas un
hasard) : p(e;) = e ot k € [1,n] tel que k = j + 2[n].

0 0 10
0 1
J? =7J(0,0,1,0,...,0)= |1 0
0 1 00

11) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: Vie[ln—k], ¢"(ej) =ejur et Vi€ [n—k+1,n], ¥*(e;) = ejrnhn

est vraie pour tout k € [1,n].
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e 1, : est vraie par hypothese.

e H; = Hjp.1 : Supposons Hy vraie pour k < n.

vje[l,n—k—1], " (e;) = plejin) = €jani
Vje [[TL —k+1, nﬂ ) (Pk—i_l(ej) = So(ej-i-k—n) = €jt+k—n+l

Et, pour j =n — k,

k+1(

@ (en—k) = @(en) = €1 = en_fth—n+1

Donc Hy41 est vraie.

e Conclusion : Vk € [1,n], Hj, vraie.
Par conséquent, et

Vk e [l,n—1], JE = J(ag,...,an_1) avec aj =1 et les autres nuls

12) On remarque, en commencant & numéroter a partir de 0 les positions, que

n—1
J(ag,...,an 1) = ZakJ(O,...,O,\l/,O,...,O)
k=0 k-éme position

Donc, d’apres ci-dessus,

n—1
J(ag,...,ap-1) = Z apJ*
k=0

II.B - Une base de &

13) Soit B = (I,,,J,J>,...,J" ).
Génératrice : D’apres o/ = Vect (#). Donc £ est une famille génératrice de o7

n—1
Libre : Soit (ag,...,an—1) € R" tels que Z apJ® = 0. Or
k=0
ao ap—-1 -+ a1
n—1
al ag N ]
k
ZakJ = J(ag,...,ap-1) =
k=0
n—-1 Aan—2 - Qo

Donc, en considérant par exemple la premiere colonne, Vk, a; = 0. Ainsi, 4 est libre. Conclusion :

(In, J, J?, ..., J"1) est une base de o7

14) Supposons que M commute avec J.

Alors, par récurrence, pour tout k € N, M commute avec J*.
Par linéarité du produit & gauche et a droite, M commute donc avec toute combinaison linéaire
des J*, k € [1,n — 1].
Donc, d’apres M commute avec tout élément de <.

Supposons que M commute avec tout élément de 7.
Alors, en particulier, M commute avec J € .

Conclusion :

‘ M commute avec J si et seulement si M commute avec tout élément de &/ ‘

10
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15) Montrons que & est un sous-espace vectoriel de ., (R) :

D’apres o/ = Vect Z donc c’est un sous-espace vectoriel de ., (R).
Montrons que &7 est stable par produit :

n—1 n—1
Soit M =" apJ" et N = bpJ".
k=0 k=0
n—1 n—1 n—1n—1
MN = <Z aka> (Z ka’“> =Y aph; S
k=0 k=0 k=0 j=0

Or J" = I,,, donc pour tout p € N, J? = J* avec p = k[n] et k € [0,n — 1]. D’ott JP € & pour tout
p €N, puis MN € o/ comme combinaison linéaire d’éléments de 7.

o/ est stable par produit

Montrons que 7 est commutative : Montrons qu’un élément M € &7 quelconque commute avec tout

n—1
élément de <. D’aprés c’est équivalent a montrer que M commute avec J. Avec M = Z aiJ*,
k=0
n—1 n—1 n—1
JM =J <Z aka> =Y ap T =N JF T = MJ
k=0 k=0 k=0
Donc M et J commutent, donc M commute avec tout élément de <7, donc
‘ o/ est une sous-algebre commutative de .4, (R) ‘
I1.C - Diagonalisation de J
16) Développons par rapport a la premiére ligne :
xJ(z) = det(zl,, — J)
z 0 -+ 0 -1
IR 0
=10
0
0 0 -1 =
z 0 0 -1 0 0
1 x
_ x(_1)1+1 0 —1x (_1)1+n
RN .0 : . .. .0
o -~ 0 -1 =z o - 0 =« -1
=z" -1

Ainsi,

‘XL](.’E):Z'”—].‘

2ikm
17) Les racines du polynéme z" —1 sont les racines n-¢me de I'unité, c’est-a-dire lese » avec k € [0,n — 1].

11

Donc x s est scindé a racines simples :

‘ J est diagonalisable dans ., (C) ‘
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18) Sin=2 2> —1=(z—1)(z+1) : le polynéme caractéristique est scindé a racines simples sur R et .J

diagonalisable.

i 2
Sin>2 w= e n ¢ R car sin (W> > 0. Donc, dans ce cas, J n’est pas diagonalisable sur R.
n

‘ La matrice J est diagonalisable dans .#,(R) si et seulement si n = 2

19) Posons w = e%, d’apres

Soit k € [0,n — 1], calculons E,x = Ker (w*I,, — J) :

T1
X:

Tn

Sp (J) = {w* | k € [0,n— 1]}

€ B JX =uwFX

Les espaces propres associés sont donc

Ty = whay
xr1 = wkl‘Q
k. —_ (, k\n —
— or r, =w'zr; == (W) "z, =z,
Tyt = Wray,
Ty = Tp
Tp_1 = wWrz,
2k
e { Tp-2 =W Tp-1
= w(nfl)kxn
w(nfl)k
<= X € Vect ( 5
k
w
1
(n—1)k
E,_x = Vect ( . )

—

I1.D - Diagonalisation de .«

20) Ce sous-ensemble est un sous-espace vectoriel de ., (R) en tant que R-espace vectoriel. Il n’est pas
stable par produit par des complexes non réels :

I, e & mais

il & of

Donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel en tant que C-espace vectoriel :

12

Le sous-ensemble o7 n’est pas une sous-algebre de ., (C) ‘
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21) D’apres J est diagonalisable dans .#,,(C) : soit P € GL,(C) telle que
1

J=PDP! avec D=

n—1
Soit A € . D’aprés A= Z apJ* avec (ag,...,an—1) € R™. Donc, en remplagant,
k=0

n—1 n—1

A=) aqPDFpt=p (Z aka> pt=ppp!

k=0 k=0
n—1

Avec D' = Z ar D diagonale comme combinaison linéaire de matrices diagonales. Conclusion :
k=0

Il existe P € GL,(C) telle que, pour toute matrice A € &7, la matrice P~ LAP est diagonale.

22) D’apres le calcul ci-dessus,

n—1

J(ag,...,an_1) =P (Z aka> P'=PD'P7' avec D' =
k=0

Q™)

Donc

Sp (J(ag, - ., an1)) = {QW") | k € [0,n — 1]}

13



