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Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 4

Correction

Exercice 1 (CCP MP 2010)

1) Soit p la projection orthogonale sur H. Par construction, ¢ = id g —p est la projection orthogonale sur
H* = Vect (u). Donc, d’apres le théoréme de la distance & un sous-espace vectoriel,

d(z, H) = [lz — p(x)[| = l¢(=)]]

Or, comme e; = ﬁ est une base orthonormée de Vect (u),
u

([u)

q(x) = (z[er)er = Tk

Finalement,

|(z[w)]
[

Un calcul d’homogénéité permet de controler un peu : (x|u) est homogéne a une distance au carré, et ||u|| d une

Az, H) = | (,f;'ﬁ‘) ul =

distance, donc on trouve une distance.

2) a) D’apresle cours, Tr est une forme linéaire non nulle. Donc son noyau‘ H =Ker Tr est un hyperplan‘

. . 1 . . P 5 s e .
Déterminer H~ est une question a priori un peu délicate : My (R), c’est vaste. Mais il ne faut pas perdre
de vue qu’on cherche un sous-espace vectoriel de dimension 1 : donc trouver une vecteur (i.e. une matrice)
non nul suffira.

On remarque que,
VM € H = Ker Tr, (I,|M)=Tr ("I, M) =Tr M =0

Donc I, € H*, puis Vect I,, ¢ H*.
De plus, comme H est un hyperplan, dim H+ = dim £ — dim H = 1.

Ainsi, par inclusion et égalité des dimensions, | H = Vect I,,
b) D’apres 3)b), H = H++ = (Vect I,,)*, donc d’apres 3)a), avec u = I,,
Mlu)| _ |(M|In)]| _ [(M]u)]

(M) B
ML) =0 =l =~ Tl

Or (M|L,) = Tt (M) et |[I|| = /Tt ({1, I,) = vn, dott

| Tr M|
M H)="—F—7F
d(M, H) N
Exercice 2 (E3A PC 2014)
1) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: AF = A

est vraie pour tout k > 0.
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2)

3)

4)

e M : est vraie par hypothese.
e Hj; = Hjy1 : Supposons Hj vraie. Ainsi,

A]ng]_ — Aupdg — (cos k6 —sin k0> <cos@ —sin 0)

sinkf cosk6 sinf cos@

_ coskf@cosf —sinkfsinf — coskfsinf — sin k6 cos 0
o sin kB cos @ + cos kfsinf — sin kO sinf + cos kB cos b

cos(k+1)0 —sin(k+1)0
sin(k+1)0  cos(k+ 1)0

D’apres les formules de trigonométrie. Donc Hg1 est vraie.

e Conclusion : [Vk > 0 A’g = Apg

Géométriquement, Ag est la matrice d’une rotation d’angle 8 (et de centre O) dans R% Donc A% est
la composée de k fois la rotation d’angle 6.

Ainsi, ce résultat signifie que | Composer k fois la rotation d’angle # donne la rotation d’angle k6

Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: (‘B ="(B"

est vraie pour tout k > 0.
o Hy : est vraie car I, = tr,.
e Hj = Hjyy1 : Supposons Hy vraie : (tB)k = t(Bk). De plus 'B'A = '(AB).
Par conséquent (!B)*! =!B(!B)* =!B? (Bk> = {(B*1). Donc Hyy1 est vraie.

e Conclusion : |Vk > 0 (*B)* =4(BK)

Ap € O»(R) (*AgAg = I,) donc A;l =t Ay. Ainsi, pour tout k € N, d’aprés la question précédente,
Agh = (AghF = ("Ag)" = "(4p)*

Or d’apres 1), Alg = Ay, et comme cosinus est paire et sinus imparie ‘Azy = A_g. D’oll A;k = A_pp.

Conclusion : |Vk € Z, Alg = Apg

Cherchons M = Ay telle que M? = App = <(1) _01> = Az /2.

7r
Choisissons par exemple 6 = % et donc
p

cos (ﬂ> —sin (TF)

_ 2p 2p
S P (2) eos(Z)
2p 2p

D’aprés 1), MP = Aj = Ayg = A,y donc convient.

Exercice 3 (D’aprées EDHEC 2013 S)

1)

2)

% est une base orthonormée, donc

(z,y) ="'XY

a) Dans la base orthonormée 4,

V(w,y) € B2, (f(z),y) ="(AX)Y ="'X'AY = "X ('AY) = (z, f*(y))



b) Soit g € Z(E) tel que ¥(z,y) € E?, (f(z),y) = (x,9(y)). Montrons que g = f*.

V(z,y) € E*(x,9(y)) = (f(z),y) = (z, [*(y))
Donc
V(z,y) € E*(z, (9 — [*) () = (z,9()) — (z, [*(y)) =0

Ainsi, Yy € B, (g — f*)(y) € B = {0} : (9 — /") (y) =0.
Donc g — f* =0, c’est-a-dire g = f*.

Conclusion : | f* est 'unique endomorphisme de E vérifiant V(z,y) € E?, (f(z),y) = (z, f*(y))
3) Supposons f symétrique. Par définition, ¥(z,y) € E?, (f(z),y) = (z, f(y)).
Donc, par unicité de l'adjoint (question 2)b)), f* = f.

Supposons que f* = f. Alors, d’apres 2)a), ¥(z,y) € B2, (f(2),y) = (z, f(y))-
Donc f est symétrique.

Conclusion : ‘ f est symétrique si et seulement si f* = f ‘

4) a) Soit x € Im p*, soit 2’ € R™ tel que x = p*(a’). D’apres 2)a),

VyeKerp  (z,y) = (p"(2),y) = (@',p(y)) = (2',0) =

Dot z € (Ker p)*.

Conclusion : | Im p* C (Ker p)J‘

b) Soit z € R™. Comme p est un projecteur = —p(z) € Ker p et donc, par définition de y € (Ker p)*,

[z = pla),y) = 0]

L’égalité précédente s’écrit
Ve eR" 0= (z—p2),y) = (r,9) — p=),y) = (z,y) — (x,p"(¥)) = (z,y —p*(v))
Dou y —p*(y) € (]R")L = {0} donc m

Par conséquent, y € Im p*.
Ainsi nous venons de montrer y € (Ker p)t = y € Im p*, i.e.

(Ker p)* C Im p*

En combinant a) et b) nous avons donc montré (Ker p)t = Im p*.

c) Supposons que p = p*. Alors le résultat de la question précédente s’écrit (Ker p)© = Im p et p
est un projecteur orthogonal.

Donc ‘ p = p* = p est un projecteur orthogonal‘

5) Montrons que (Im f)= C Ker f* :

z € (Im f)* Yy € Im f(x,y) =0
V' € E(z, f(z')) =0
Vo' € E{f*(x),2') =0
f(z) € E- = {0}

x € Ker f*

Frell

Donc (Im f)* c Ker f*.
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Réciproquement, montrons que Ker f*  (Im f)* :
xeKer f* = f*(x)=0
— V' e B{f*(x),2') =0

Vyelm f, 32’ € E, y = f(a2')
= { et (z,9) = (z, (&) = (f*(),2) = (0,2') = 0

— zc(Im f)*

Donc Ker f* C (Im f)*. Conclusion :

Ker f* = (Im f)*

D’apres le théoréme du rang, rg f* = dim F — dim Ker f*.
De plus, comme E = F @ F* rg f = dimIm f = dim F — dim(Im f)*. Ainsi

6) a) Le déterminant est invariant par transposition, donc

xp(z) = det(z1, —TA) = det(*(xI, — 'A)) = det(xI, — A) = xs(x)

Ainsi, f et f* ont les mémes valeurs propres, donc en particulier ‘ A est valeur propre de f*

b) Le vecteur u est non nul car c’est un vecteur propre. Ainsi dim Vect u = 1 puis, comme F’ GFt =
E, dim(Vect u)t = dim E — 1 :

(Vect u)® est un hyperplan

(f(x),u) = (z, f*(w)) = (z, ) = Mz,u) =0
f(x) € (Vect u)*

Donc f((Vect u)J‘) C (Vect u)* :

(Vect u)® est stable par f.




