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Devoir de Mathématiques numéro 3

Correction

Exercice 1 (CCINP PC 2023)

Partie I - Etude d’un premier exemple

Q1. Dans cette partie, n = 2. Montrons que (v, f(v)) est une base de R

flv) =(4,1)

Or (4,1) n’est pas colinéaire a v = (1,0), donc (v, f(v)) est une famille libre de 2 éléments dans un
espace de dimension 2.

Donc (v, f(v)) est une base de R%. Ainsi, comme f € .Z(R?),

f est un endomorphisme cyclique de R?

Q2. La matrice de f dans la base canonique est

Soit vous passez par la méthode habituelle :

fler) = F((1,0) = (4,1) = dey + e

ooy (A =2y _ (4 =2\ (z
flz,y) = < x+y > o <l 1 > <1/>

Soit vous écrivez directement

e Polynome caractéristique :

Le polynome
xf(x) = det(xly — A) :(x_g):c—él 2
|z —4 2 -
=1 r—1 Lo<— Lo — Ly :($—3)(33—4+2)
-4 2
C|—z+3 -3

caractéristique est | xs(z) = (z — 3)(x — 2) |, donc

‘ Les valeurs propres de f sont A = 3 et A = 2 de multiplicité 1.

On vérifie ses calculs avec la trace : Tr A=4+4+1=5=2+3.

e Sous-espaces propres :
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o F3=Ker (3l — A) :

X:@e@ = (j §)X=0 = X:@:Gyg):y(?)
o ()

Conclusion :

E3 = Vect (i)

AN 2
Une base du sous-espace propre F5 associé a la valeur propre 3 est < 1).

o By =Ker (2l — A) :

o (e (2 2)xmo <=>X(§)><z>y<i>

= z—y=0 (1

= r=y

Conclusion :

Ey5 = Vect G)

L 1
Une base du sous-espace propre Fs associé a la valeur propre 2 est ( 1).

Q3. (w, f(w)) nlest pas une base si les deur vecteurs sont colinéaires. Siw # 0, ¢’est équivalent d « w vecteur propre
de f ».
Soit w = (1,1) # 0. Alors f(w) = 2w, donc (w, f(w)) est liée, donc n’est pas une base :

Il existe un vecteur w € R? non nul tel que la famille (w, f(w)) ne soit pas une base de R?

Partie II - Etude d’un deuxiéme exemple

Q4. Montrons ce résultat matriciellement :

2 -1 1
M*=|-1 2 —1|=M+25
1 -1 2
Donc
> =g+ 2idps

Q5. Pour les 5/2 : M est symétrique réelle, donc diagonalisable (dans une base orthonormée).

Pour les 3/2 et les 5/2: P = X? — X —2 = (X +1)(X — 2) est un polynéme annulateur de g, scindé
a racines simples. Donc, par théoréme de diagonalisation,

‘ M est diagonalisable ‘
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De plus, Sp (M) C {-1,2}.
S’il n’y a qu’une valeur propre A (—1 ou 2), comme M est diagonalisable, elle est semblable & A3 :

JP € GL3(R), M = PA3P~' = PP~ = \I3
Or M # A3, donc elle a deux valeurs propres :

Sp (M) = {~1,2}|

d
Pour la factorisation de P = E apX*, cherchez les racines évidentes.

k=0
Quand le polynome est unitaire a coefficients entiers, les racines rationnelles sont d chercher dans les diviseurs

du terme constant ag (ici, ag = —2).
Donc, ici, parmi 1,—1,2,—2. Sachant qu’il y a deuz racines, et que leur produit est égal a —2.
Q6. Vu la formulation de la question, et sa position en 2e exemple, il se peut qu’il ne soit pas cyclique.
D’apres la question 4, g2 = g + 2id. Done, pour tout v € R?, ¢*(v) — g(v) — 2v = 0 : la famille
(v,g(v), g*(v)) est lide.
Ainsi,

L’endomorphisme g n’est pas cyclique ‘

Partie III - Etude d’un troisiéme exemple

Q7. e Montrons que A est linéaire : Soit A € R, P,Q € E =R, [X] :

AAP+Q)=(AP+Q)(X +1) — (AP +Q)(X)
=AP(X+1)+Q(X +1) — A\P(X) — Q(X)
= AA(P) + A(Q)

Donc A est linéaire.
e Montrons que A : E — E : Vous éles dans R,,[X] : vous devez impérativement parler de degré.
Soit P € E. Comme deg P(X + 1) = deg P < n, il vient

deg(A(P)) < max(deg P(X 4+ 1),deg P) < n

Donc A(P) € E.
Conclusion,

A € Z(Ra[X])]

Q8. A l'aide de la formule du binéme de Newton,

Donc

En particulier, si k =0, A(1) = 0.
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Q9. Soit P € R, [X] un polyndéme non constant, et d = deg P > 1. Ainsi,

d
P = Zaka avec aq # 0
k=0

D’apres ci-dessus, et en remarquant que A(X 0) =0,

k=0

d k—1 k )
-Suy (f)x
k=1 i=0 \’

Le terme de plus haut degré de cette somme est ad< )Xd_l, avecagd #0(k=d,i =k—1=d-1).

d—1
Donc deg(P) = d — 1 = deg(P) — 1. Conclusion :

’ Si P € R,[X] est un polynéme non constant, alors deg(A(P)) = deg(P) — 1 ‘

Q10. Soit P un polynéme de degré n, par exemple P = X".
Alors, par récurrence sur k, pour tout k € [1,n], deg(P) = deg(P) — k.
Donc la famille (P, A(P),...,A"(P)) est de degrés échelonnés, donc libre.
OrdimFE =n+1,etil y an+ 1 éléments dans cette famille, donc c’est une base de F.
Conclusion :

‘ L’endomorphisme A est cyclique

Partie IV - Cas d’un endomorphisme diagonalisable

Q11. Soit i € [1,n]. Comme v; est un vecteur propre associé a la valeur propre \;, h(v;) = A\;jv;, et par
récurrence (a rédiger, de préférence) sur p € N*,

hp(vi) = )\f’l)z‘

Ainsi, pour p € N*,

n
=Y aihP(v;) Par linéarité de h”
i=1
n
= Z a; N D’apres ci-dessus
i=1

Ainsi,

WP (v) = a1 Xjvr + - + apAhoy,

011)\110
Q12. D’apres la question 11, la matrice colonne des coordonnées de h¥(v;) dans la base £ est
an AP
a1 Ckl/\l cee Ctl)\?
ag (9 )\2 tee 042)\3
Donc la matrice de la famille .%# est
Qn  QpA, -+ QpA,
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Q13.

3
Alinsi,
(&3] 041)\1 s al)\? m (]
(6% Oég)\g ce 012)\3 m Qg
det & =

an  ap, anAn|l g
1 )\1 c. 711
1 )\2 ce g

= a1...0np|. . .

1 )\n ce )\Z

Or le déterminant de la matrice de Vandermonde ci-dessus est
I =x)
1<i<j<n

Ainsi,

d;t(ﬂ) =Q1...0n H (Aj — i)

La famille .# est une base si et seulement si dge;c F #0.

Si h est cyclique, .% est une base et il existe v tel que d;}t Z # 0. Donc, d’apres le calcul ci-dessus, les
A; sont 2 & 2 distincts.
n
Réciproquement, si les \; sont 2 & 2 distinct, en prenant v = Zvi (c’est-a-dire tous les o; égaux a 1),
i=1
d%t F # 0 d’apres le calcul ci-dessus, donc on a trouvé v qui convient : h est cyclique.

Conclusion :

‘h est cyclique si et seulement si il admet n valeurs propres distinctes

Exercice 2 (EMLyon 2022)

1)

a) Apres calculs,
U=1, e V=1

Donc
u et v sont des symétries
De plus,
3 -1 6 3
UV — -2 0 -3 0 Y

-2 1 -4 =2
0o -1 1 1

b) D’apres la question 1)a), u est une symétrie : elle est donc diagonalisable, et a pour valeurs
propres possibles 1 et —1. La matrice de u dans une base de vecteurs propres sera donc

, (L] o

Avec k = dim Fj(u) la dimension du sous-espace propre associé a la valeur propre 1, et 4 — k =
dim E_q (u).

Comme la trace est invariante par changement de base,
Tru=TrU=0=k—(4—k)=4—-2k

Ainsi, kK = 2. En conclusion



DL 3

‘ Tru=0et dimFi(u) =dim E_;(u) =2 ‘

De méme, v est une symétrie, on trouve Tr V = 0, donc de méme

‘ Trv=0et dimE;(v) =dimE_j(v) =2 ‘

c) e Basede Ey(u) =Ker(I4 —U):

T -4 0 -6 0
y 00 0 0|,
X—zeEl‘:’zLOGOX_O
t 0 -2 2
4z + 62 =0 Ly +—1/2L14
e /
20 +22—2t=0 L2<—L2—L1
20+ 32=0
e
—z—2t=0
{x—?)t
e
x 3t 0 3
ly| Y - 1 0
t t 0 1
0 3
1 0
<= X € Vect ( ol |25 )
0 1
Conclusion :
0 3
1 0
Une base de F1(u) est (e1,e3) = ( ol | =2 )
0 1

e Base de E_;(u) : D’apres le calcul effectué a la question 1)b), dim F_;(u) = 2.

11 suffit donc de trouver une famille libre de deux vecteurs propres de u pour la valeur propre
—1 pour que ce soit une base de E_j(u). Or, d’aprés la question 1)a), uov = —vowu:

u(es) =uow(er)

= —voule) d’apres 1)a)
= —v(ey) car e; € Ej(u) : u(er) =e1
= e3 par définition de ej

Donc e3 € E_1(u). Par un calcul rigoureusement identique, e4 € E_1(u).

Il reste & montrer que (es,eyq) est libre : comme v est une symétrie, v est bijective, donc
injective, donc I'image d’une famille libre par v est libre.

Or (e1, e2) est une base de Fj(u), donc libre dans E. Ainsi (e3,e4) = (v(e1), v(ez2)) est libre.
Conclusion : (e3,e4) est une famille de E_;(u), libre, avec dim E_;(u) = 2 :

‘ Une base de E_j(u) est (e3,eq) = (v(e1),v(e2)) ‘
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e Diagonalisation de u et v : Par théoreme de diagonalisation,

E = El(u) D Efl(u)

Donc, par concaténation des bases de E1(u) et E_1(u), on obtient une base de E :

‘ & = (e1,e3,€3,¢e4) est une base de F ‘

De plus,
u(er) = eq car e; € Fy(u) u(er) wu(e2) wu(ez) wu(eq)
u(ez) = e car es € F1(u) (1) (1) 8 8
u(eg) = —es  cares € E_1(u) Donc Mat (u, &) = 0 0 o 0
u(eg) = —eqg careq € E_q(u) 0 0 0 e

Pour v, il vient

En conclusion,

v(er) =es3 par construction u(er) u(ez) u(es) wu(es)
. 0 0 1 0
v(ez) =eq idem X
— 2 _ ... Donc Mat (u,&) = 0 0 0
vies) =v°(e1) = e1 car v symétrie 1 0 0 0
v(eg) = v2(es) = ey idem 0 1 0 0

Mat(méﬂz(? %) ot Mat(u,g):G) [02)
—42 2

2) Par hypothese,

uov+vou=0=Tr(uov+vou)=Tr(uov)+Tr(vou)=0
= 2Tr(uov)=0 car Tr (AB) = Tr (BA)

Conclusion
Tr(uowv) =0

3) Par hypothese,

wov+vou=0= uv>+vuv =0v =0

= u+vuv =0 car v? = id
— Tr(u) = — Tr (v(uv)) = — Tr (uwv?) = = Tr(u)  car Tr(AB) = Tr (BA)
= Tr(u) =0

Par symétrie des roles joués par u et v, il vient aussi Tr (v) = 0.

Tru=Trv=0]

€1
€2

€4

€1
€2
€3
€4
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4) L’endomorphisme v est une symétrie (u? = id ), donc diagonalisable et Sp (u) C {—1,1} :

|E = E(u) & E_y(u)]

| v = 3o+ u(@)) u(mr) = 5(u(e) + (@) = S(u(z) +2) = m
Soit « € E. Posons 1 Alors 1
v = oo~ u(z) u(z 1) = y(ule) — ) = 2

Donc z1 € Fq(u) et x_1 € E_;. De plus, x = 1 + x_;. Ainsi,

La décomposition de x € F dans Eq(u) ® E_1(u) est x = B(m + u(w))] + [(x - u(w))}

5) La trace d’'un endomorphisme est la somme de ses valeurs propres (complexes) comptées avec multi-
plicité. De plus, u est diagonalisable, et Sp (u) C {—1,1}. Ainsi,

Tr (u) = dim Eq (u) — dim E_ (u)

Or Tr u = 0 d’apres 3, donc dim Ej (u) = dim E_; (u).
Comme F = Ej(u) @ E_;(u), dim E' = 2dim E; (u) est paire :

‘La dimension de FE est paire ‘

6) L’application linéaire v étant une symétrie, elle est bijective, donc dimv(Ei(u)) = dim Ej(u). Or
dim F1(u) = dim E_; (u) d’apreés 5. Donc dimv(E;(u)) = dim E_; (u)
Montrons que v(E1(u)) C E_1(u) :
z € E1(u) = u(v(x)) = —v(u(z)) car uv = —vu par hypothese
= —v(x) car x € Eq(u)
= v(x) € E_1(u)
Donc v(E1(u)) C E_i(u).

Par inclusion et égalité des dimension,

[0(Ei(w) = E_1(u)]

En appliquant v & égalité ci-dessus, et en observant que v? = id, il vient

| E1(u) = v(B_1(u))]

7) Soit (ey,...,ex) une base de Fj(u). Comme v est un isomorphisme et que v(E;(u)) = E_1(u) d’apres
6, (v(e1),...,v(er)) est donc une base de E_1(u).
Notons (€g41,...,e2:) = (v(er),...,v(eg)).

Comme F = F1(u) ® E_1(u), par concaténation,

‘ ¢ = (e1,...,€k, €Cht1,---,6E2k) €st une base de F ‘

De plus, par construction et d’apres 6,

o Vi e [1,k], u(e;) = e; car ¢; € Ey(u), 7 0
o Vi€ [1,k], u(erti) = —exti car exi; € E_q(u). Done| Mat (u, %) = (S —Ik>
Et, pour v,

o Vi€ [1,k], v(e;) = er4; par construction, 0 1
o Vi€ [1,k], v(epss) = v%(es) = e; car v? =1id. Donc | Mat (v, %) = <Ik 0k>




