Lycée St Joseph Pour le jeudi 14 novembre 2019
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 3

Correction

Exercice 1

1) Le seul probléme potentiel est la convergence de la série g Un ().

On cherche donc l’ensemble ot la série E U, converge simplement.

Soit x € R fixé.

Siz <0 :Alors lim w,(z)= 400, donc la série Z up (z) diverge grossiérement.
n—-+00

1 1
Siz=0:D 0)=—et » —di .
iz ans ce cas u,(0) € Zn iverge

nr

Sixz >0 : On peut aussi majorer par e~ """, mais restons simple et systématique.

n*up(z) = ne”™ ——— 0
n—-+00
. , 1
par croissance comparée, car > 0. Donc u,(z) = 0(—2).
n

1 . .
Or Z 2 converge (Riemann, a =2 > 1). Donc par comparaison, Z un (x) converge.
Conclusion : I’ensemble de définition I de S est

I =)0, +o0|

2) Pour tout n € N*, les fonctions u,, sont € sur R.
e Convergence normale de Zu'n : Montrons que Z ul, converge normalement sur [a, +00].

Soit n € N* fixé.

Pour tout z € [a, +o0],

—nT

o u (z)=—c

o ul(z)=ne " >0

D’ou le tableau ci-contre. 0
A, o = iy (0)| = ™ wl
—na

—€
!

. . / — N s . / J
Ainsi, ||uy,|lec = ¢" avec ¢ = e~ * €] — 1, 1], on reconnait une série géométrique convergente :

P /
La serie u,, converge normalement sur |a, +o0o|.
n 9

Il n’y a pas convergence normale sur |0, +oo[ :

sur cet intervalle, on trouve ||ul, |- =1, et Z |lul]loo diverge.

e Montrons que S est €' sur [a, +0o0o[ : Appliquons le théoréme de dérivation terme a terme.

e Pour tout n € N*, u,, est €' sur [a, +00[;
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° E uy, converge simplement vers S sur [a, +oo[ d’apres 1;
/ . ,
. E u,, converge normalement donc uniformément sur [a, +00[;

Donc, d’aprés le théoréme de dérivation terme a terme, S est € sur [a, +-00], et
+00
Vz € [a,4+00], S'(x) =) u(x)
n=1

e Conclusion : Pour tout a > 0, S est € sur [a, +00|, donc

La fonction S est €' sur U la, +-00[= R}
a>0

Pour tout z € RY | E u, () est une série géométrique convergente, donc

o0 “+o00
Z u;(x) _ Z _ef(n+1)x
n=1 n=0
> ()
— ¢ % e %
n=0
e*{L’
I
B 1
et —1
400
et d’apres ci-dessus S'(z) = Z ul, (z) donc
n=1
e*{f
S’ =
(z) 1—e*

3) Par définition d'une primitive, S est une primitive de S’
!/

u ;
Or §' = —— avec u(xz) =1—e"*. (Posezu = ..., vérifiez vos primitives.)
u
Donc S(z) = —1In(1 — e *) + K pour tout z > 0 (on vérifie que 1 —e™* > 0).
Limite en 400 : Ce calcul est un pew délicat.
Pour tout > 0, S(x) > 0 comme limite de sommes de termes positifs.

Comme lim e % =0,
T—>+00

Ve>0,dA>0, Va2 A, 0<e ®<e¢

Soit € > 0, on impose € < 1/2. Soit un A > 0 qui convienne.

1 n n
Vez A, Vn>1, uy(z)= —(6_”) < £ <é&gm
n n

Par conséquent, comme 1 — ¢ > 1/2, donc

< 2,

+o0o +o00
Vo > A, S(a;):Zun(x)QZE": < 2
n=1 n=1

Ainsi, Ve > 0,34 > 0,Vx > A,0 < S(z) < 2¢:
lim S(z)=0

T—+00

Or lim (—In(1—-e %)+ K) = K. Donc K = 0. Conclusion :

T—r-+00

Vo > 0, S(z)=—In(l—€e")
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Exercice 2

Pour tout z € R* , posons
x

€Tr) =
1) Soit n € N*. u,, est continue donc continue par morceaux sur [0, +oo[. De plus, u, > 0.
Etude en +oo0 :

2

2uy(z) = 23

e™ —0
r—r-+00

par croissance comparée, car n > 0.

Ainsi, u,(z) = 0(%).

+o00 1
Or / — dz converge (Riemann, a =2 > 1).
1z

+oo
Donc, par comparaison, / Uy (x) dz converge (absolument). Conclusion :
0

‘ uy, est intégrable sur R ‘

Effectuons une intégration par parties : posons

u=zx u =1

1
v=——e™ Y =c¢
n

—nx

nr

Par croissance comparée, lim ze "* =0, donc d’apres le théoréme d’intégration par parties les deux

r—r+00
intégrales sont de méme natures — donc convergentes d’apres ci-dessus — et

400 1 +oo +oo
/ up(x) do = [—we_"x — / ——e " dx
0 n 0

v =... v =

0 n
1 1 Foo
—nx
=—|——e
n n 0
n2
/
) ) u=x u =... » ) o ) ) )
Au moins au brouillon poser , e On vérifie évidemment ses primitives, et — fraction oblige

on vérifie que n # 0.

2) Comme lintégrale est sur [0, 400 qui n’est pas un segment, le seul théoréme disponible est lintégration terme
a terme sans convergence uniforme.
Convergence simple : Montrons que Zun converge simplement vers f sur Ry. Soit z € Ry fixé.
+oo
Si z =0, uy(x) = 0 pour tout n, et f(0) = 0. Donc Z u,(0) =0 = £(0).
n=1
est une suite géométrique de raison ¢ = e~ * € [0, 1], donc

Supposons x > 0. up(z) = xz(e”*)"
convergente.

Ainsi, Z up(z) converge et

+oo +oo
Z un(x) — Z e—(n-i—l)x
n=1 n=0
1
l—e®
= f(z) En multipliant par e® en haut et en bas

i3

démarche est identique a celle de ’exercice précédent, les calculs aussi, au x pres.

Lc
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Z uy converge simplement vers f sur Ry

Conclusion : Appliquons le théoreme d’intégration terme a terme (sans convergence uniforme).

+o0 1
up(z) de = —.

+o0o
Comme u,, > 0, / |un ()| dz = / 5
0 0 n

1
Et Z g converge d’aprés Riemann (o =2 > 1).

e (uy) est une suite de fonctions continues par morceaux et intégrables sur Ry d’apres 1,

° E uy converge simplement vers f continue par morceaux d’apres ci-dessus,
+00

) E / |un,(z)| dr converge d’apres la remarque faite ci-dessus (Riemann)
0

Donc, d’apres le théoreme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur R et

+001

400 t
=S —
/0 et — 1 Zn2

n=1

Exercice 3 (suite du DS 2, E3A PC 2019)

1)

a) Soit ¢ : Ry — Ry définie par ¢(t) = v/te™". Cette fonction est continue par morceaux sur [0, +-00].
Etude en +oo : t2p(t) = %™ —— 0
e t—+00
400

1 1
Donc t2p(t) = o(1) puis ¢(t) = o (tQ) Or / a2 dt converge d’aprés Riemann (o =2 > 1).
1

. . 7 *
Donc, par comparaison, ¢ est intégrable sur R, donc sur R, .
—t+ixt

Vit
o Vt € R*, x> h(x,t) est de classe €' sur R;

o Vx € R, t+> h(x,t) est intégrable sur R’ comme combinaison linéaire de fonctions intégrables ;

‘ pour tout (z,t) € Rx]0,+o0].

Théoréeme de dérivation : Posons h(z,t) =

oh -
t > —(z,t) = ivte "7 est continue par morceaux sur R .

ox

e La fonction ¢ est intégrable sur R’ d’apres ci-dessus, et

V(z,t) e R x RY, gz(x,t)‘ = Vte = p(t)

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

+o0o .
W oest €' sur R et W (z) = / ivte Tt qg,
0

1
b) Effectuons une intégration par partie. Comme 11z # 0, posons
ix

_
-7

(—14ix)t

u:\/z Ul

1 (1tiny

=0 v =e
—1 4

(Y
On vérifie ses primitives. On pose u = ... etc. On commence par faire ses calculs au brouillon.
De plus, lin% uwv = 0 et lim wv = 0 par croissance comparée, donc d’apres le théoreme d’inté-
t—

t——+o00
gration par partie, les deux intégrales suivantes sont de méme nature, donc convergentes d’apres
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1)a), et
+00 .
W’(:L’) — / Z'\/EG_H—Z” dt
0
+oo
I B e s v Z./+°° 1 1z}t gy
—1+iz 0 0 2Vt(—14ix)
1
= ity @
Ainsi,
La fonction W est solution (E) : v/ + b 0
Y 2(x + z)y B

c) La fonction W est €' sur R et solution de (F). Ainsi, W’ s’exprime en fonction de W et de
1

T ﬁ qui sont € : elle est donc elle-méme . Par récurrence, W est € sur R.
x+1

Comme U = R(W) et V = (W),

‘ Les fonctions U et V sont de classe C* sur R

d) D’aprés la question b, W' + W =0,or W=U+41iV, donc

2(x +1)

U'+iV’+W7;2)(U+iV):O

D’ou, en développant

v
o SV )+i(V’+

2(1 + 22

Orz=a-+ib=0siet seulement sia=0etb=0:

o V(z)+aU(x)

N U = =505

our tout reel & - V/( >_M
TG )

2) Les fonctions R et T ne sortent pas du néant : R = |W| et T est un argument de W (modulo ).

a) Fonction R : Les fonctions U et V sont ¥ sur R d’apres 1c, donc en particulier continues. Donc
R est prolongeable par continuité en 0, par continuité des fonctions ¢ — t2 et ¢ — v/t sur R et
R respectivement.

La fonction R est prolongeable par continuité sur Ry par R(0) = /U(0)2 + V(0)% = /7.

Fonction T : Lorsque x — 0, nous avons les limites suivantes par continuité de U et V en 0 et
d’apres les calculs de la question 3)b) du DS2 :

lim U(x) = U(0) = /7 >0 et lim V(z) =V(0) =0

z—0 z—0

De plus V(x) > 0 sur R% . Donc par quotient,

g

: (2)
1 =

Or lim Arctant = E, donc
t——+00 2
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La fonction T est prolongeable par continuité sur Ry par 7'(0) =

| N

b) Ici, tout est dérivable, méme €, sauf t — V't qui n’est pas dérivable en 0. Donc il faut vérifier que V ne
T

s’annule pas (pour %) et que U? + V2 ne s’annule pas non plus (sinon on estt =0 et t — Vt nest pas
dérivable).

Les fonctions U et V sont de classes €' sur R%. De plus T est bien définie sur R, donc elle est
%' comme composée de fonctions %*.

Pour 29 > 0 fixé, V(xq) > 0 donc U?(xg) + V*(x0) = V3(x0) > 0. Ainsi, z — /U2(z) + V2(x)

est dérivable en xg. Conclusion :

Les fonctions R et T sont de classe C' sur Ri

c) Dérivons : pour tout = € Ri, (On ne se précipite pas, on ne saute pas d’élape, on remplace avant de
développer, etc...)

2U' (2)U(x) + 2V (2)V ()
2y U?(x) +V2(x)
—2U (2) YEHE) 4 9y (2) Tt o
= 020) £ V200) D’apres 1d
~U(x)V(x) — 2U?(x) + V(2)U(x) — 2V?(x)
2(1 4 22)\/U?(z) + V?(x)
—z(U%(z) + V?(2))

T 201+ 22) T2 (z) 1 V2(2)

R'(z) =

= ) w2)R(z‘)
Et (Bvidemment, vous avez besoin d’un brouillon et d’éerire (Arctan f) = —— =< g -
(Evidemment, vous avez besoin d’un brouillon et d’écrire (Arctan f)" = 72 f= 3 done fl=..)
U'(2)V(z)=U(x)V'(x)
T (z) = Vi@
= —
_ U’(ﬂf)V(l‘) Ux)V'(z)
V3 (z) + U(x)
_ V(z)+zU(x) (z)—2V (z)
_ 2(1+22) V( ) ( ) 2(1+22)
VZ3(z) + U?(x)
 —V2(z) —aU(2)V(z) — U%z) + 2U(z)V ()
N 2(1 + 22)(V2(z) + U%(z))
1
21+ 2?)
Conclusion :
. x 1 *
R est solution de 3 = —my et T dey = —2(1 ) sur RY

Pour T, il était impossible de retrouver facilement du Arctan aprés dérivation, donc il est logique d’avoir
une équation différentielle y' = f avec f une fonction fizée.

d) Résolution de y = —ﬁy :




1 2
Posons f(x) = Zln(l + 2%). Comme f'(z) = gl f;ﬂ) = 2(1i$2)’ les solution de I’équation

sont les y définies par

Ou C € R dépend des conditions initiales.

1
L’ensemble des solutions sur R est Vect | z — ———
(1+a?)3

1

Résolution de ' = —m :

1
11 suffit de primitiver : y(z) = —3 Arctan z + C.

1
L’ensemble des solutions sur R est {x =3 Arctan x +C | C € R}

e) Expression de R : R est solution de la premiere équation donc il existe C' € R tel que

Va > 0, R(z) = Ll
(1+22)1

Par continuité en 0, on a liH[l) R(z) = /7 = C. Donc
z—

VreRy, R(z)= L
(1+a?)1

Expression de T' : T est solution de la seconde équation donc il existe C' € R tel que

1
Vo >0, T(x) = —3 Arctan z + C

T
Par continuité en 0, on a lim T'(x) = — = C. Donc
z—0 2

1
VeeRy, T(z)= g - §Arctan x

3) Toutes les égalités suivantes sont sur R.

U U
Pour retrouver v a partir de Arctan v il faut utiliser tan(arctant)) = t (ce qui est toujours vrai
dans ce sens léEl) :

U
— = tan(T
v (T)
De plus, en élevant au carré ’expression de R,

Ul(z)
V(z)
Dans lautre sens, Arctan (tan(t)) = ¢t uniquement si t €] — /2, 7/2].

1. On peut d’ailleurs vérifier que T'(xz) = Arctan €] — 7/2,7/2[, mais c’est inutile : c’est vrai par construction de 7'
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U?+V?=R?
—V?(1 + tan*(T)) = R? Car U = tan(T)V
—V? = R? cos*(T) Car 1 + tan® = tan’ =

cos?2

=V = |Rcos(T)|

Car V > 0 sur RY et V(0) = 0. Or T' = Arctan % €| — m/2,7/2] par construction, donc cos(7T") > 0.

Par construction, R > 0, donc

1
Vo € Ry V(z) = R(z)cos(T(z)) = Ll cos (7r — — Arctan m>
(1 —|—IL‘2)Z 2 2
Or cos (W — 9) =sinf et sin (7r — 6) = cosf :
2 2
Ve e Ry V(z) = il sin <1 Arctan a:)
(1+a2)7 2
De plus, U = tan(T)V = Rcos(T') tan(T") = Rsin(T'), donc
Vr € Ry U(x) = Ll sin (7r — 1Alrctan :c> = Ll cos (1 Arctan :c)
(1+a2)3 2 2 (1+22)3 2

Comme U est paire et V' est impaire, de méme que les membres de droite des égalités ci-dessus, les
expressions trouvées sont valables sur R :

Ux) = VT )% cos (; Arctan x)

1+ a2
T
V(z) = ——sin ( Arctan a:)
(L+a?)i  \2
Puisque R = |W| et T un argument de W modulo 7w, on a W = £(RcosT + iRsinT), d’ot U et V au signe

PTeEs.

i
4 Résol 'équation différentielle y = ————y & ¢ = —=
) e Résolvons I’équation différentielle y iz — 1)y Y TR

D’apres la question préliminaire, une primitive de = +— Dy
T+

%Arctan (x), donc les solutions sur R de 1’équation différentielle (E) sont :
1 ) 1 i
X > [Lexp (—4 In(z® + 1%) + %Arctan (ZL‘)) = p—————ez Aretan(@) oy e C.

e Comme W est solution de (E) sur R, il existe p € C tel que

1 i rctan (r
Vz € R, W(l') = ﬂmeQA tan ( )

Comme W (0) = U(0) + iV (0) = /7, on a u = W(0) = /7, et, par suite, pour tout = € R,

ﬁ L Arctan (z
W(x) = W@? ()




e En passant a la partie réelle et a la partie imaginaire, on retrouve bien :
1 1
Ve eR, Ulx)= Ll cos ( Arctan ({L‘)) et V(z)= Ll sin ( Arctan (x))
(z2 +1)3 2 (z2+1)7 2
On retrouve bien les expressions données a la question précédente.
5) Pour tout = € R, pour tout n € N,
—t

e

W = fo12.(t).

—t

<e f1/21 7811’1
Vi

‘COS

—t

Or f_y/9,1 est intégrable sur RY (d’apres la remarque de la question 1b du DS), donc ¢ + ¢ cos” (xt)

y Vi

e
et t — —= sin"(xt) sont intégrables sur R’} , ce qui assure en particulier I'existence de U, (x) et V;,(z).

Vit

1 2 1-— 2
a) Pour tout a € R, cos?(a) = +CZS(G) et sin’(a) = (:(2)s(a)’ donc
+oo e~ oo et 2zt
Us(x) = —— cos?(xt) dt = e 1+ cosat) dt
0 \f 0o WVt 2
1 +o0 o —t —t

1 [t>e
= — dt + B / —— cos(2zt) dt  (par linéarité de l'intégrale)
0

2Jo WVt NG
=§aﬂm+0@@>

+oo e +o0 et 1 — cos(2at
et Va(z) = sin?(zt) dt = e 1= cos(2wt) dt

0 \[ 0 \/E 2
1 [ttt 1 [t>e

=3, 7 dt — B 7 cos(2xt) dt (par linéarité de l'intégrale)
1

=§aﬂm—0@m»

b) Si x = 0, alors, pour tout n € N, U, (0) =U(0) — U(0).

Prenons pour la suite x # 0.

* Posons, pour tout n € N, f,, : t € R} —

et n
— | cos"(xt)].
\/£| (at)]
e Pour tout n € N, f,, est continue (par morceaux) sur R .
ot 0 siatgrZetd z
e Pour tout t € R, f,,(t) = —=|cos"(zt)] — —t T
" Vit notoo 1€ GintenZete 7
NG x

La suite de fonctions (f,,) converge donc simplement sur R’ vers la fonction

T
0 sitg —7Z
frteRLm et 7
— site -7
Vit x
™
De plus, sur tout [a,b] C R, f a un nombre fini de point de discontinuité ([a,b] N —Z) et, en
x
chacun de ces points, f a une limite nulle & droite et a gauche, donc f est continue par morceaux
sur RY .
e Enfin, pour tout n € N, pour tout ¢t € R* |

6—t

14001 < S = (1),
ot ¢ = f_y/9; est intégrable sur R’ (toujours d’apres la remarque de la question 1b du DS).
e D’oll, par convergence dominée,

+oo

lim In(t)dt = /Om f(t)dt =o.

n—+oo Jo
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* De plus, pour tout n € N, par l'inégalité triangulaire généralisée (les intégrales convergent)

+o0o e—t q
—— cos"(zt) dt
| o)

donc, d’apres le théoréeme des gendarmes,

|Un(2)] =

< —|cos"(zt)|dt — O,
Sl eos" )

n—-4o00

lim U,(x)=0.

n—-+o00

On est obligé de poser ces fonctions f, avec la valeur absolue car sinon, on n’a pas convergence
simple sur R ...



