Lycée St Joseph Pour le jeudi 14 novembre 2019
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 3

Les deux premiers exercices vous serviront de révision pour le concours blancs : faites-les avant la fin des
vacances. Je vous transmettrais la correction vers le ler novembre.

Exercice 1
Soit up(z) = —e " pour z € Ret n > 1.
n

+oo
1) Déterminer ’ensemble de définition I de S(z) = Z Up ().
n=1

2) Montrer que S est €' sur [a, +o0o[ pour tout a > 0. En déduire que S est ¢" sur R, et exprimez S’
sans symbole de sommation.

3) Déduire S de l'expression de S” et de lim S(z).

T—+400

Exercice 2

Pour tout « € R, posons
x

et —1

fz) =

1) Soit n € N*. Pour = € R, posons u,(z) = xe™"*. Montrer que u,, est intégrable sur Ry et que
+00 1

/0 un(t) dt = -

+oo ¢ =1

2) Montrer que /0 ] dt = Z

n=1

n2

Exercice 3 (suite du DS 2)

On se référera au sujet de I’épreuve numéro 2, exercice 2, pour les notations et résultats pouvant étre utiles.
Nous avons montré (question « 2 » de la partie 1) que, pour tout = réel, les fonctions

et cos(tx) e Usin(tz)
_— et t— —
Vit Vit

sont intégrables sur |0, +ool.
On définit alors les deux fonctions U et V' sur R par

+oo ot t +o0 e~tgin(t
Ulz) = / e”" cos(tz) dt et V()= / e sin(tz) dt
0 Vit 0 Vit
1) Pour tout réel z, on pose W (z) = U(x) + iV (x) o i vérifie i = —1.
a) Montrer que la fonction W est de classe C' sur R.

b) Démontrer que la fonction W est solution d’une équation différentielle (F) linéaire du premier
ordre que l'on explicitera et que I'on ne cherchera pas & résoudre ici. (On pourra utiliser une
intégration par parties)

c) En déduire que U et V sont de classe C* sur R.

Vi(z) 4+ zU(x)

Ul) = - 2(1 + 22)
d) Prouver que l'on a pour tout réel x :
2(1 + 22)
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2) Pour tout réel x > 0, on note R(x) = [UQ(Z‘) + Vz(ac)}l/2 et T(x) = Arctan (ggg)

On rappelle que V' (z) > 0 lorsque x > 0, ce qui montre que 7" est bien définie.
a) Prouver que les fonctions R et T' sont prolongeables par continuité sur R .
b) Montrer que les fonctions R et T sont de classe C* sur RY.

c) Démontrer que R et T sont solutions sur R’} de deux équations différentielles linéaires du premier
ordre.

d) Résoudre ces équations différentielles sur R.
e) En déduire une expression sur Ry de R et de T' a I'aide de fonctions usuelles.
3) Donner des expressions de U(z) et de V(x) pour x € R.

4) Retrouver les résultats obtenus a la question précédente en résolvant 1’équation différentielle (E) ob-
tenue a la question [IH}

5) Pour tout entier naturel n et tout réel z, on pose
—+o00 e—t +00 e—t
Un(x :/ —— cos" (xt) dt et Vo (x :/ —— sin"(xt) dt

a) Soit x € R. Déterminer Us(z) et Va(z) a l'aide de U(x) et V (z).
b) Soit z € R. Déterminer lim U,(x).

n——+o00



