Lycée St Joseph Pour le jeudi 16 novembre 2017
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 3

Exercice 1 (oral 2013)

Soit P € R[X] tel que P(X?) = P(X)P(X + 1).

Si P = ¢ est un polyndme constant, alors Péquation s’écrit ¢ = ¢? et les seules solutions sont ¢ = 0 ou ¢ = 1.
Supposons désormais deg P > 1.

Notons Z(P) I’ensemble des racines (complexes) de P.

e Soit a € Z(P). Alors P(a?) = P(a)P(a + 1) = 0, donc o est aussi une racine de P.

7’ n .
Par récurrence, o est une racine de P pour tout n € N.
. . n A . .
Or P a un nombre fini de racines. Donc les a®" ne peuvent pas étre des nombres tous distincts. Une

des conséquences est que |a| =1 ou a = 0.

Si on note €'(0,1) le cercle de centre 0 et de rayon 1, | Z(P) C €(0,1) U {0}‘ iR

e Soit o € Z(P)
Alors P((a—1)?) = P P(a) = 0, donc (a—1)2 € Z(P). ¢(0,1) %(1,1)
Or Z(P) C (0, l)U{ } donc (a—1)? € €(0,1) U {0},
c’est-a-dire | — 1| =1 ou (¢ — 1) = 0.

Ainsi, ae%(l 1)oua=1.
Z(P) C €(1,1) U{1}| 0 1 2 R

e Ainsi, Z(P) C (%(0, 1Hu {o}) N (%(17 1)U {1}) = {0,1, /3, e=im/3),
i/ 3 a% = e2im/3 ¢ Z'(P), alors que d’apres le premier point a® € Z(P). Par conséquent e
~i7/3 1] reste donc :

Sia=e im/3

est a exclure, et de méme e

1 Z2(P) € {0,1}]

e D’apres ci-dessus, les seules racines possibles de P sont 0 et 1.
Donc P(X) =cXP(X —1)?7avec pe N, g € Net c € R™.
L’équation fonctionnelle s’écrit donc :

P(X?) =cXP(X? - 1) =XP(X - 1D)Y(X +1)PX7= P(X)P(X + 1)
En décomposant X2 — 1 = (X — 1)(X + 1), I'égalité précédente s’écrit :
cXP(X - 1D)UX +1)7=AXPTIX — 1)4(X +1)P

En identifiant (par unicité de la décomposition en facteurs (X — \)%), il vient c=1,2p=p+q, g =¢
et ¢ =p. Donc P = XP(X — 1)P.
Réciproquement, P = XP(X — 1)P vérifie P(X?) = P(X)P(X + 1).

Conclusion : | Les polynémes P vérifiant P(X?) = P(X)P(X 4+ 1) sont P =0, et P = X?(X — 1) avec p € N.

C’est un exercice d’oral : vous aurez des indications et de l’aide de la part de l’examinateur.



DL 3

1
1) M? = _
9

3 =3
-6 6

Exercice 2
( > = M, donc f? = f. Conclusion‘ f est un projecteur‘

De plus rg(f):Tr(f):%(l—i—Q):l.

Sans la trace, ce n’est pas beaucoup plus long : Im M = Vect ( <_12>) donc rg (M) = 1.

2) Soit on calcule (rapide), soit on raisonne :

e rg(f)=1donc dimIm f =1 donc (on cherche 1 vecteur non nul dans l'image, ¢a suffira)

Im f = Vect ( (_12>)

1
e Par le théoréme du rang, dim Ker f =1 et on voit que M ( 1) = 0 donc

Ker f = Vect ( (i))

Exercice 3 1 1 2
1) La famille ' est une base de F si et seulement si det(%') #0. Soit P=] 3 0 -1
-1 -1 0
L 1 1
det(#)=detP=|3 0 :23 O:—6750
0 0 Ly L3+ 14
Conclusion : | %' = (e1,¢2,€3) est une base
2) Comme g9 et e3 € P, et €1 € 9, il vient
U(EQ) = &9 u(€3) = £3 u(el) =0
Ce qui nous donne
u(er) —u(es) = er1—eg (1)
2u(er) —ulea) = 2e;—ea (2)
u(er) + 3u(ez) —u(es) = 0 (3)

1
Ainsi (1) — (3) nous donne —3u(es) = e1 — e3, et u(ez) = §(_61 + e3).

) 1
Puis (2) donne 2u(e;) = 2e; — es +u(ez) = —e; — e2 + —es, donc u(ey) = 6(561 — 3ea + e3).

3 3
1 1
Finalement (3) donne u(es) = u(e1) + 3u(ez) = 6(561 —3ea+e3) —e; +eg= 6(—61 — 3ea + Tes).
Donc la matrice est
1 5 -2 -1
M = 5 -3 0 =3
1 2 7

g P . . ’ . g . / —1 . .
Autre facon de faire, plus ou moins équivalente seul le formalisme change : calculer M", P~ puis appliquer

la formule de changement de base.

3) Par définition, u(e1) = 0, u(e2) = €2 et u(e3) = 3. Donc

M' =

o O O
O = O
= O O
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et, d’apres 1), puis ‘ M =PM'P!

-1 -1 0

Exercice 4 (D’aprés e3a PC 2017)
1

1) Soient Uy = et Vo = et Ag = Uy V.

-1
-1
1

a) En bonus, une écriture par blocs :

Comme Im Ay = Vect (Up) (I'image est engendrée par les vecteurs colonnes), et que Uy # 0, Alors

b) Le théoreme du rang s’écrit

dimKer Ag = dimR* — dimIm Ag=4—-1=3

Donc ‘Ker Ap # {0} ‘

Dés qu’on vous parle de noyau et d’image, et que vous étes en dimension finie, toujours écrire le théoréme

du rang. Tres souvent incontournable, toujours utile.

Déterminons le noyau : résolvons le systeme :

T
X = |72 eKer 4g = AX =0
3
T4
< r1+r9—23+24=0
< I3=x1+ T2+ x4
z1 z1
= X= 2 %+
o 1+ T2+ T4 - T
T4 0
1 0 0
e X |V va | ]+ |Y
R BN Rl B A B
0 0 1
1 0 0
0 1 0
<= X € Vect ( R )
0 0 1
1 0 0
Conclusion : Ker A = Vect ( (1) , i , (1) ).
0 0 1
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2)

Une base de Ker A : (

O = O =
O R Rk O
— =0 O

Vérification : dim Ker A = 3.

c) i) AUy = Upg'VoUy = (‘'VoUo)Up. Or 'VoUy = —1+1—1—1 = —2. Donc

-2
2
AgUg = —2Uy = 9
—2
Comme AgUy # 0, | Uy ¢ Ker A
ii) Soit B = (e1, €2, e3,¢€4) la famille suivante :
1 0 0
0 1 0
=, e=|{| e=]|{]| ¢t eq = U
0 0 1

Comme (e, e, e3) est une base de Ker A d’apres 1b, elle est libre.
De plus, e4 ¢ Ker A = Vect (e1, e2,e3) d’apres 1ci, donc Z est libre.
Or Card Z = 4 = dimR*, donc £ est une base de R*.

Dans la base 4, la nouvelle matrice de f4, : X — ApX sera :

fa,(er) = 0 000 0
faolez) = 0 Mat (fa,, 2, 8) =D = [0 0 0 0
fales) = 0 000 O

0 000 —2
fA0(€4) = A0U0:—2€4

Posons P la matrice de passage de la base canonique a la base 4. Alors

avec Ay= PDP~!

O = O
O~ = O
— -0 O

|

— =
O O OO
OO OO
o O O O

o O O

—2

L’esprit du sujet n’est pas de calculer un polynome caractéristique, les valeurs propres etc... mais de
ratsonner @ partir de ce que l’on a trouvé.
a) Comme rg A = 1, Im A = Vect U, avec U # 0. De plus, Im A est engendré par les vecteurs
colonnes. Donc U = C' convient — et existe : sinon, A = 0, et est de rang 0.
Comme Im A = Vect (C1,...,C,) = Vect (C), Les C; appartiennent a Vect (C), et donc

Vj € [[1,n]], 36]' eR Cj = EJC

En conclusion, | Il existe une matrice ligne non nulle L = (ﬁl . -En) € Mi,(R) telle que A =CL

b) En notant ¢; les coefficients du vecteur colonne C, par définition du produit matriciel, pour tout
i,7, a;j = cif;. Donc

Tr A= Zaii = ZCZ& =LC
i=1 i=1
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3)

d)

)

a)

b)

De plus A? = CLCL = C(LC)L = (LC)CL, par associativité du produit matriciel, LC' étant
une matrice 1 x 1, donc un scalaire que ’on peut sortir. Finalement,

LC = Tr (A) et A? =Tr(A)A

Soit A € R et X € R” tels que X # 0 et AX = AX. Calculons A2X de deux facons.

A?X =Tr(A)AX A’X = ADX) = MAX
= Tr (A)NX = \2X

Done (X? = Tr (A)A) X = XX — Tr (A)AX =0,

Comme X # 0, nous avons | A2 — Tr (A)A = 0
Ainsi, A € Sp (A) = X solution de A2 — Tr (A)\ = 0.
D’otu I'inclusion ‘ Sp(A) c {0, Tr (A)}‘

dimR"™ = n > 2, alors que rg A = 1. Donc I'application linéaire f4: X — AX, n’est pas surjective.

Or fa est un endomorphisme en dimension finie : f4 n’est pas injective. Donc Ker A # {0}.
Ainsi, 93X # 0 tel que AX =0=0X.
De plus, dim Fy = dim Ker A = n — 1 d’apres le théoréme du rang.

‘ Le réel 0 est valeur propre de A et dimEy =n — 1

Montrons que C € Ey(4) : C # 0 par construction et

AC = CLC = (LC)C = Tr (A)C

Ainsi : ‘Tr (A) est valeur propre de A‘

Supposons Tr (A) #0 :

Dans ce cas, Emy(4) # Eo. De plus, dim By (4) > 1 car le sous-espace contient au moins C' # 0.
Ainsi dim Ey + dim By (4) =n — 1+ dim Epy (4) > n.

Or Ey @ Bty (4) C R"™ donc de dimension au plus n. Par conséquent, dim Ey + dim Fp, (4) =M.

Donc, d’apres le théoreme de diagonalisation,
A est diagonalisable

Supposons que A est diagonalisable :

Si Tr (A) = 0, alors la seule valeur propre est 0.
Comme A est diagonalisable, A= PDP~! = POP™' = 0. Or rg(A) = 1 : A # 0. Par I’absurde,

Tr (A) #0

Conclusion : ‘A est diagonalisable <= Tr(A) # 0‘

11 est toujours plus facile de raisonner avec des égalité plutot que des inégalité. Tout comme est plus facile
de raisonner avec x € A plutdt qu’avec x ¢ A.

Supposons que f(u) = 0. Alors
FHE) = f(f(B)) = f(Im f) = f(Vect (u)) = {f(v)} = {0}
Donc f2 = 0. Or nous avons fait ’hypothése inverse. Conclusion,
f(u) #0

Comme f(u) € Im f = Vect (u), il existe A € R tel que f(u) = Au.
De plus, d’apres 3a, f(u) # 0, donc A # 0 et u # 0. En conclusion
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‘ L’endomorphisme f possede une valeur propre réelle A non nulle.

c) Soit A # 0 une valeur propre non nulle de f. Alors dim Ey +dimEy >n—1+1=n.
Donc, de meme qu’en 2f, dim Fy + dim E = n et

‘ L’endomorphisme f est diagonalisable dans R

On pouvait aussi appliquer les résultat du 2 en prenant une base, et en considérant la matrice A de u dans cette
base. f? # 0 entraine A% # 0, or A> = Tr (A)A donc Tr (A) # 0.



