Lycée St Joseph Pour le jeudi 16 novembre 2023
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 2

Exercice 1 (Fonction Zéta de Riemann)
On note ( la fonction de la variable réelle x définie par

+001

(o)=Y —

T
n=1 n

On note D¢ son ensemble de définition.
Pour tout entier n € N*, on considere la fonction f,, définie sur |1; +oo] par :

Va 6]1; +OO[7 fn(x) = —

1) Domaine de définition et continuité de .
a) Montrer que D¢ =|1,400].
b) La série Z fn converge-t-elle normalement sur D ?

c) Soit a > 1. Montrer que Z fn converge normalement sur [a, +00].
d) Montrer que la fonction ¢ est continue sur De.
2) Variations de ¢ et conséquences.

a) Soit f: I — R, avec I C R. Rappeler la définition de f décroissante sur I, et celle de f croissante
sur [.

b) Etudier le sens de variations de .
c) Justifier que ¢ admet une limite en +oo.

3) Etude aux bornes.
n+l dt 1 nodt
a) i) Soit z € D¢ et soit n € N tel que n > 2. Montrer:/ t—xg—mg/
n n

ii) En déduire, que pour tout x € D,

1 1
<1+

b) Etude au voisinage de = = 1.

i) Etudiez la limite de ¢ lorsque z tend vers 1 par valeurs supérieures.

ii) Déterminer un équivalent de {(x) lorsque = tend vers 1 par valeurs supérieures.
c) Etude au voisinage de +oo : déterminer la limite de ¢(x) lorsque z tend vers +oco.

4) [Fonction de Dirichlet. On pose :

400 (_1)n 1 1
Vo €]0; 4o0f, F(z) = Z ~ L = Z )L (x
n=1
a) Montrer que la série Z(—l)"f1 fn converge simplement sur 0, 4+oo].

b) Montrer que, pour tout x > 0,


https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_%C3%AAta_de_Dirichlet
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c) Soit a > 0. Montrer que la série z:(—l)”_1 fn converge uniformément sur [a, +00|.
d) En déduire que F' est continue sur R7.

e) Montrer que :
Vz €]1, 4o0], C(z) — F(z) = 217%¢(x)

5) Dérivabilité de (.
a) Soit n € N*. Montrer que : f,, est de classe € et Vk € N*, Vx € Dy, F) () =

(Inn)*

nl‘

b) Soit z > 1 et k € N*. Déterminer la nature de la série Z
n

c) Montrer que la fonction ¢ est de classe ", et retrouver les variations de ¢ obtenues plus haut.
d) Montrer que la fonction ¢ est de classe C* sur ]1; +oo| et donner I'expression de ¢**)(z) pour
tout k € N* et tout = €]1; 4o0[ sous forme d’une série.

Exercice 2 (Transformée de Laplace)
Ce probléeme étudie la transformation de Laplace d’une certaine catégorie de fonctions.
Notations :

e On note .Z(R",C) I'ensemble des fonctions définies sur R & valeurs dans C et .# (R1*, C) I’ensemble
des fonctions définies sur R™ & valeurs complexes.
On admet que .Z# (R, C) et F(R™*,C) sont des C-espaces vectoriels.

e Dans toute la suite, on considére ’ensemble E des fonctions f continues sur R* & valeurs dans C telles
+oo
que, pour tout nombre réel p strictement positif, 'intégrale / |f(t)|e Pt dt converge. On admet que
0

FE est un C-espace vectoriel.

1) Si f € E, on note F : p — /+oo f(t)e P' dt, fonction définie sur RT* & valeurs dans C.
Démontrer que l’applicationO
L: E— Z(R™C)
f—F
est linéaire.
L’application £ s’appelle la transformation de Laplace, et, pour tout f € E, F' = L(f) s’appelle la transfor-

mée de Laplace de f.
Toutes les fonctions considérées sont définies sur R™T.

2) Pour tout entier naturel n, on note f,, la fonction : ¢ — t". Montrer que, pour tout n € N, f, € E
On note alors F,, = L(f).

3) Soit n € N*. A laide d’une intégration par parties, établir, pour tout réel p strictement positif, une
relation entre F,(p) et F,—1(p).

4) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n et tout réel p strictement positif,

n!

Fo(p) = il

5) Pour tout nombre réel a positif ou nul et tout nombre réel b, on note f,; la fonction ¢ e attibt

Montrer que fop € E et calculer Fy, = L(fqp)-
6) En déduire que les fonctions g,p : t + e cos(bt) et hayp : t — e “sin(bt) appartiennent a E et
calculer leurs transformées de Laplace Gop = L(gap) €t Hop = L(hap).

7) Plus généralement, montrer que toute fonction f continue et bornée sur RY | & valeurs dans C,
appartient a FE.

8) Donner un exemple de fonction continue sur R™ n’appartenant pas a E.

9) Transformées de Laplace d’une dérivée. Supposons que f est de classe €' sur RT, que f € E, que
f' € E et que pour tout p € R*, tiigrnoof(t)e_pt = 0.

A laide d’une intégration par parties, démontrer que

Vpe R™,  L(f)(p) = pL(f)(p) — f(0)



