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Exercice 1
Calculer la limite de la suite (un) définie par

∀n ∈ N∗, un = n

∫ +∞

0

ln(1 + x/n)
x(1 + x2) dx

Exercice 2
On rappelle que

(
n

k

)
désigne le coefficient binomial « k parmi n ».

1) Soit (x, y) ∈ R2 et n ∈ N. Rappeler la formule du binôme pour (x+ y)n.
2) Justifier que, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N,

n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = 1.

3) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N,

n∑
k=0

k

(
n

k

)
xk(1− x)n−k = nx.

4) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N,

n∑
k=0

k2
(
n

k

)
xk(1− x)n−k = nx+ n(n− 1)x2.

5) En déduire que, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N :

n∑
k=0

(k − nx)2
(
n

k

)
xk(1− x)n−k 6 Cn,

pour une constante C > 0 à préciser.

On se donne maintenant f : [0, 1]→ R continue et ε > 0. On admet l’existence de α > 0 tel que, pour tout
(x, y) ∈ [0, 1]2,

|x− y| < α =⇒ |f(x)− f(y)| < ε. (1)

Pour n ∈ N, on définit la fonction polynomiale :

∀x ∈ R, Bn(x) =
n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−kf

(
k

n

)
.

Pour x ∈ [0, 1] on partitionne les entiers k naturels entre 0 et n en :

X =
{
k ∈ {0, 1, . . . , n} :

∣∣∣∣x− k

n

∣∣∣∣ < α

}
et Y =

{
k ∈ {0, 1, . . . , n} :

∣∣∣∣x− k

n

∣∣∣∣ > α

}
.
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6) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N,

|Bn(x)− f(x)| 6
n∑
k=0

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣
7) En déduire que, pour tout x ∈ [0, 1] et tout n ∈ N,

|Bn(x)− f(x)| 6 ε+ 2‖f‖∞
∑
k∈Y

(
n

k

)
xk(1− x)n−k,

où on rappelle que ‖f‖∞ = sup
06x61

|f(x)|.

8) En utilisant la définition de l’ensemble Y et les questions précédentes, montrer que

∑
k∈Y

(
n

k

)
xk(1− x)n−k 6 1

α2n2

∑
k∈Y

(nx− k)2
(
n

k

)
xk(1− x)n−k

9) Conclure qu’il existe n suffisamment grand tel que :

‖Bn − f‖∞ 6 2ε.

10) En déduire le théorème de Stone-Weierstrass : toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme
d’une suite de fonctions polynomiales.

Exercice 3
On note ζ la fonction de la variable réelle x définie par

ζ(x) =
+∞∑
n=1

1
nx
.

On note Dζ son ensemble de définition.
1) Déterminer Dζ .

2) Pour tout entier n ∈ N∗, on considère la fonction fn définie sur ]1; +∞[ par :

∀x ∈]1; +∞[, fn(x) = 1
nx

a) Soit a ∈]1; +∞[. Montrer que la fonction ζ est continue sur l’intervalle [a; +∞[.
Que peut-on en déduire pour la continuité de la fonction ζ sur Dζ ?

b) Etudier le sens de variations de ζ.
c) Justifier que ζ admet une limite en +∞.

d) Soit x ∈ Dζ et soit n ∈ N tel que n > 2. Montrer :
∫ n+1

n

dt

tx
6

1
nx

6
∫ n

n−1

dt

tx
.

e) En déduire, que pour tout x ∈ Dζ ,

1 + 1
(x− 1)2x−1 6 ζ(x) 6 1 + 1

x− 1 .

f) Déterminer un équivalent de ζ(x) lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures.
g) Déterminer la limite de ζ(x) lorsque x tend vers +∞.
h) Donner l’allure de la courbe représentative de ζ.

3) a) Soit n ∈ N∗. Montrer que : ∀k ∈ N∗, ∀x ∈]1; +∞[, f (k)
n (x) = (− ln(n))k

nx
.

b) Montrer que la fonction ζ est de classe C∞ sur ]1; +∞[ et donner l’expression de ζ(k)(x) pour
tout k ∈ N∗ et tout x ∈]1; +∞[ sous forme d’une série.
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