Lycée St Joseph Pour le Vendredi 13 octobre 2017
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 2

Correction

1

Exercice 1 (PT 2010 C) 1) Pour tout z € [0, +0c[, posons f(x) = [ P

est continue sur [0, +o0].

Pour tout x € [0, 400, 0 < cos® x <1ldoncO<1+ 2P cos? x <1+ l”B, et en passant a l'inverse

. La fonction f

o 1 1
T 1+ 2Pcos?x C 1+aB TP 4B

f(z)

+oo 1
Or / —5 est une intégrale de Riemann divergente (B <1), donc
1T

‘L’intégrale de f diverge en 4o0. ‘

2) On se place désormais dans le cas ou > 1.

a) Soit X > 0, et n la partie entiere de X /7. Alors, la relation de Chasles s’écrit

X 1 n=1  (k+1)m 1 X 1
. = / - 4 - 4
/0 1+ 28 cos? x . (kz:o ko 1+ 28 cos? x x) + e 1+ 28 cos? x v

La fonction f(x) étant positive sur R, la positivité de l'intégrale donne ’enca-

~ 1+ zPcostx

drement
X 1
< —————da < [,
e 1+ 2P cos? x . n.f
Donc finalement
n—1 X 1 n
I3 < / ——dax < 1
I; k. o 14+ xPcos?x . l;) kB

Dong, si la série converge, alors I'intégrale converge (par encadrement, les deux cotés ayant la
méme limite). La premiére inégalité suffit & prouver que, si la série diverge, comme elle est a
termes positifs, alors l'intégrale diverge aussiﬂ En conclusion,

La série ZI k3 et l'intégrale Iz sont de méme nature.
k

b) Soit k € N* fixé. La fonction x — z” est croissante sur Ry donc, pour tout z € [k, (k + 1)7],

0< (kn)? < a? < ((k+1D)m)?
— 0 <14 (kr)’cos®’z < 142%cos?’z < 14 ((k+1)7)’cosz
1 5 1
< 142z7cos”x <

iy ((k+1)m)B cos? 1+ (km)B cos?z

Et finalement en intégrant cet encadrement sur [k, (k + 1)7],

1. On peut aussi prouver directement que, si 'intégrale converge, alors, en prenant X = n, la série converge. C’est le sens
« facile ».
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(k+1)7 1 4 (k+1)m 1 q
YIRS
/kﬂ 1+ (k+1)8nP cos? x v k. /kﬂ 1+ kBnbP cos? x .
c) Effectuons le changement de variable ¢ : z +— tan z. La fonction ¢ est €', strictement croissante
1 1
et bijective de [0, 7/2[ dans [0, +o00[. De plus dz = e et cos® x = fan' (7) =1 e
3 1
J = ——d
/0 14+ C2cos?zx v
+o0 1
- / Lt
0o 14+t24C?
_ 1 / Foo 1 d (Mise sous forme [ 1 4-u* du dénominateur :
14+C? Jo 1+ ( t )2 on factorise par la constante)
V1+C?
1 5 t +o00
= — |V 1+ C?Arctan ()
14 C? |: V14 C? 0

™

21+ C?

d) D’apres 1, l'intégrale I3 et la série Z Ij, g sont de méme nature, nous allons donc étudier la série.
k
La formule trouvée a la question 3 permet de calculer les intégrales trouvée a la question 2.

L’encadrement devient

7 7
Sl € —F/—7———=
2/1+ ((k +1)P7)2 2\/1 + (kPrh)?
=B
Les deux cotés de ’encadrement sont équivalent a BT par conséquent
1-p
7
Ipg~——
DT

1
Or Z B converge si et seulement si 5 > 1 (Riemann), donc par équivalence la série Z Iy, 5 est

k
convergente pour tout 8 > 1. Ainsi,

‘L’intégrale I converge pour tout g > 1 ‘

Exercice 2 (ESA PSI 2015) 1) Soit x € R. La fonction g : t — thj est continue sur

J1, o0l
e Etudeent=1:Onposet=1+h. (1+h)>—1=h%+2h=h(h+2) donc
1 1 1 1

IA+ I = e T =T A+ h)evivht2  15Viv2  V2h

1
Or h— ﬁ est intégrable en 0 (Riemann, o = 1/2 < 1), done, par équivalence, la fonction g est
intégrable en 0.

e Etude au voisinage de 400 :

1
g(t) ~ prs)

1
Ortw— pran) est intégrable en 400 si et seulement si x + 1 > 1, c’est-a-dire x > 0 (Riemann,

a =z + 1). Donc, par équivalence, g est intégrable en +oo si et seulement si z > 0.



Donc g est intégrable sur |1, 00| si et seulement si x > 0.
De plus g est positive, donc |g| = g : f(z) existe si et seulement si z > 0. Conclusion :

I=RYL
. 1 .
Existence : © — ————— est continue sur [0, +-00|.
et +e %
, 1 1
Etude au voisinage de +00 : —— ~ — =¢ %,

er +e e
Or x — e~ " est intégrable au voisinage de +oo (z — e P avec f=1> 0).

1 .
Donc, par équivalence, x — —— 1’est aussi.
too dx
Ainsi, / ——— converge.

Calcul : Effectuons le changement de variable u = e, ot  — e est une bijection strictement croissante
sur [0, 4o00[. Donc le théoréme de changement de variable s’écrit :

+o0 dz +o00o 1/u +oo 1 T . T
—_ = ———du = —— du = [Arct foo -~ — =
/0 et e T /1 ut1ju " /1 gz Qv = [Arctan uf7™ = o = 5 =7
+oo d
Conclusion : / e T
0 et + e * 4

La fonction ¢ est une bijection strictement croissante de |0, 4+o0o[ dans |1, +o0].
Effectuons le changement de variable ¢t = ¢(u) (donc dt = sh (u) du).

D’apres le théoreme de changement de variable, les deux intégrales sont de méme nature, or d’apres
1) 'une des deux converge, donc toutes les intégrales convergent.

+oo +oo Sh +o0 du +oo
b= b i b aw
f() 1 t\/tZi Ch e“+e uw

Car ch?—1 =sh? et sh > 0 sur [0, +oo[. En conclusion, d’apres 2),

f=3

Comme nous 'indique 1’énoncé,
(sh)’_ ch®—sh® 1
ch ) ch? ~ ch?

De plus, avec le méme changement de variable qu’a la question précédente,

+oo dt too du sh (u)]7> . sh(X)

f(2) :/ - :/ 5 = = lim
1 22V -1 0o ch?(u) ch (u) ], X—++o00 ch (X)

. sh(X) eX—e X X , sh (X)
Or, au voisinage de 400, oh (X) =X e ~ xS 1. Donc X1~1>I£oo h (X) =1, et

f(2)=1
Soit z € 1.
1
Vit €|1, +00],
] | /2 — 1

Donc, par positivité de 'intégrale,
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_ 1
6) Pour tout ¢ > 1, In(¢) > 0 donc z +» e *I0t = e est décroissante.
Exemple typique ou on commence a chercher aw brouillon, puis au propre on « renverse » la rédaction.
! yprq I prop

Soit (z,%) € I? tels que < y. D’aprés ci-dessus

1 1
>
trVI2 =17 /2 -1

Donc par croissance de 'intégrale, f(z) > f(y). Ainsi,

vt €]1, +o0]

‘ f est décroissante sur [ ‘

7) Soit a > 0, montrons que f est dérivable sur [a, +o0[. Soit h(x,t) =

In(t)
ta/t2 — 1
Btudeent=1:t=1+h et

P définie sur R x]1, 4-o0].

Posons ¢(t) = pour ¢ €]1,400[. ¢ est continue et positive (car ¢t > 1 donc Int > 0).

B In(1+ h) _Vh
plth) = (1+nh)vVhv2+h V2

Donc ¢ est prolongeable par continuité en ¢ = 1 par ¢(1) = 0. Donc ¢ est intégrable en 0.

Etude au voisinage de +oo0 :
In(t) 1

t = ~Y
o (t) tay/t2 =1 toti(Int)—!
On reconnait une intégrale de Bertrand qu’il faudrait étudier (cf cours). Donc ¢ est intégrable au
voisinage de 4o0.

Donc ¢ est intégrable sur |1, +o00].

Théoréme de dérivation :

1
e Vit €]1, 400, la fonction x — h(z,t) est de classe €' sur [a, +00|, et ?(m,t) = tnt(;)l
x /12 —

e Vz € [a, 400, la fonction ¢t +— h(x,t) est intégrable sur |1, 400 (d’apres 1));

oh
la fonction ¢ — ——(z,t) est continue sur |1, +o0].

ox
e Soit ¢ :]1,400[— Ry la fonction définie ci-dessus. ¢ est intégrable sur |1,+oo[ d’apres les
préliminaires, et
In(t In(¢
ox o2 -1  te/t2 — 1

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

V(z,t) € [a, +oo[x]1, +o0],

= p(t)

f est € sur [a,4+o00] et f'(z) = /+oo __In(®) dt.
1 tr

V2 -1

Comme ce résultat est vrai pour tout a > 0, | f est €' sur U [a, +oo[= 1
a>0

In(t)
try/t2 — 1
8) Soit x € I fixé.

Comme > 0 sur |1, +oo|, f/ < 0 par croissance de l'intégrale, puis ‘ f décroissante sur [

t
v' 1 t = ———= est continue sur |1, +oo[ et v : t — /12 — 1 en est une primitive.

V2 —1
(:c—l—l)'

1 1 7 . 7
wt e yrast est de classe C" sur |1, +o00[ de dérivée u it — PP




t2 _
UXv:t— T est de limite nulle en 1 et en +o0o.

Comme l'intégrale de gauche (f(z)) converge, le théoreme d’intégration par partie s’écrit

e PpYE-1 G [Ty
fla) = ol = [ et ) = ) [ e

En cassant la fraction, comme toutes les intégrales existent, on a alors

f@) = (x+1) (f(z) = f(z+2)

On en déduit que

x

f(x+2):x—|—1

f(x)

9) On exprime les premiers termes de f(2p) sans effectuer les calculs, puis on conjecture une formule, que [’on
simplifie, et finalement au propre on se contente de la montrer par récurrence.
Montrons par récurrence que la propriété :

22—V ((p —1)!)°
(2p—1)!

7"[p : f(2p) =

est vraie pour tout p > 1.
e H; : est vraie car f(2) =1 d’apres 4.

o H, = Hp41 : Supposons H, vraie.
_ 2 .
f(2p+2) = T 1f(210) (question 8)
2p? 20D ((p— 1))
= @U@ @D (3)
2% (p!)?

(2p+1)!

Donc Hp41 est vraie.

20 (1))
(2p —1)!

e Conclusion : |Vp > 1

10) Comme, d’apres la question 8,

Yz > 0, ele+1)=(+D)f(z+D)f(z+2)=(x+1)f(x+ 1)%4_1]"(@ = ()

‘ La fonction ¢ est périodique de période 1. ‘

De plus p(1) =1 x f(1)f(2) = g d’apres les questions 3 et 4. Par conséquent,

B m
Vi€ N, (n) = (1) = 2

11) Par définition de ¢, p(x) = xf(x)f(x + 1) et f est continue sur R’ d’apres la question 7. Donc ¢ est
continue sur RY et en particulier en 1 :
T
lim p(z+1) =¢(1) = 7

z—0t 2

T
Donc par 1-périodicité de p, lim p(x) = —, ce qui s’écrit aussi
z—0t 2

p(r) =af(z+1)f(z)

T
0 2
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12) D’apres 10, pour tout n € N*, p(n) =nf(n)f(n+1) = 5 Donc | f(n)f(n+1) = ot
n
Comme f est décroissante et positive, pour tout n > 2,
f)f(n+1) < (f(n)Sf(n —1)f(n)
En remplagant, il vient
T 9 U
— < f(n
2n f(n) 2(n—1)
Puis 5
n n
1< =fn)?*<
S f)” < n—1 n—4oo
2n
Donc par encadrement, lim —f (n)2 = 1, puis, toujours comme f > 0,
n—+oo T
T
f(n) nrioe \ 2
neN*
13) C’est encore une fois la preuve du théoréme de comparaison série/intégrale qui mous montre la voie : il faut
passer d’une limite sur N a une limite sur R grace da la décroissance de f.
Pour tout z > 1, comme f est décroissante, avec n = |z,
fn+1) < fz) < f(n)
Puis
2z 2z 2z
—fn+1) </ —flx) </—f(n
VE 1) < 2@ < |2 1)
2x 2n . 2x 2(n+1
Or /| —f(n) ~/—f(n) ~ 1, et de méme / —f(n+1) ~ uf(n—{—l) ~ 1.
7T 7T 7T e
. 2x
Donc, par encadrement, lim /—f(z) =1, et
x——+00 T
s
f(z) etoo \ 22
14) Cette question peut se faire sans avoir traité les précédentes : on se contente d’admettre les résultats — d la limite

en 07 prés.

1
D’apres 6, f est décroissante. D’apres 11, liIJ}lf = lim — = 4o00. D’apres 13, lJimf = 0. D’ou le
0 o0

ot x
tableau de variation suivant : ff?)
x 0 +00
+0o0

f \

O T
fy=71
f2)=1+¢
19 1 2 3 4 7
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15) L’équivalent de f en 400 obtenu a la question 13 nous donne celui de ¢ :

po(z) = f (@) f@+1) ~ @ m -z

T
Donc ligl p(z) = ) (limite sur les réels). Or ¢ est 1-périodique, donc ¢ est constante :
T—>+00

Vo >0 p(r)= lim pr+n)=—

n—-+o0o

2o 3

La fonction ¢ est constante sur R™*

. N 1
Exercice 3 (ESA PC 2017) 1) A z € R fixée, Z — est une série de Riemann, qui converge si
n
et seulement si x > 1. Donc

D¢ =|1, +o0|

2) Soit a €]1; +o0l.

Montrons que la série de terme général f,, converge normalement sur [a, +00] :

Pour tout n > 1 et tout 2 > 1, f,(x) = e *"" d’ott le tableau de variations :

x a —+00

1

na’

1 Donc || fu|so =

fn ne \

Or a > 1, donc Z || fnlloo converge. Par conséquent, Z fn converge normalement sur [a, +00].
Conclusion :

Ainsi, Z fn converge uniformément sur [a, +oo[. Or f,, est continue sur [a, +o0o[, Donc

‘La fonction ¢ est continue sur Uintervalle [a; —i—oo[.‘

La fonction ¢ est continue sur [a, +oo[ pour tout a > 1, elle est donc continue sur U [a, +00][=]1, +00].
a>1
3) Soit n € N*.

a) Pour tout z €]1; +oo[, fn(z) = e ™" donc f, est de classe € sur |1; +oo| et

(—Inn)"

Vk e N*, vz €]l; +oof,  f¥(z) = (—=In(n))Fe2" = =

b) Montrons que la série de terme général f*) converge normalement sur [a, +oo[ : Soit a > 1.

Comme |fF] = |=Inn|®|f,], (et que Inn > 0),
k
k k (Inn)
£ lloo = (n)*|| falloo = a
On a donc une série de Bertrand : refaire rapidement la preuve.
1 k
Par croissance comparée, lim ( naT_Lz =0 (a > 1), donc
n—-+00 n-z
1 (lnn)” 1
1500 = e o = 0 ()
nz2 n 2 n-2
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a+1 . . (k)
Or 5 1, donc Z o converge (Riemann), donc par comparaison Z /3 ]|co converge.
Par conséquent, Z fn converge normalement sur [a, +00|.
n
Conclusion : Pour tout k& € N, Z fT(Lk) converge normalement sur [a, 4+00|, donc d’apres le théo-
n oo
réme de dérivation terme & terme, ¢ = Z fn est de classe € sur [a, +00o[ et on peut intervertir
n=1
dérivation et sommation.
Comme cette propriété est vraie pour tout a > 0, est elle vraie sur U [a, +00[=]|1, +o0] :
a>1
400 k
. 00 “ —Inn)
La fonction ¢ est de classe C* sur |1; +oo[ et Vk € N*, Vz €]1; +o0], Z
\ . / X —Inn L
4) D’apres la question 3, pour tout x > 1, {'(x) = Z — < 0 comme somme de nombres négatifs.
n=1
Donc
’La fonction ¢ est décroissante.
On peut aussi étudier le signe de ((x) — ((y) quand 1 <z < y.
5) a) La fonction ¢ est positive comme somme de nombres positifs, décroissante d’apres la question 4.

Donc elle décroissante minorée :

‘La fonction ¢ possede une limite finie en 400

1
b) Soit N € N*. Soit x > 2. Pour tout n > 1, — >0 donc
n

+001
n=2

De plus, pour tout n > 1, donc pour tout n > N, f, est décroissante donc f,,(z) < fn(2), ainsi

N
IR W
ne n?2
n=1 n:N+1
¢) Donnez des noms auzx objets — ici la limite de ¢ en +oo. Vous avez ensuite a votre disposition toute la
puissance du calcul algébrique.
N
Soit £ = lim ((x). Puisque la somme Z = est finie et que
T—-+00 n*
n=1
. 1 . —zlnn
Vn > 2 lim — = lim e =0
x—+o0o0 nT T—400

On peut passer a la limite dans chacun des membres de ’encadrement précédent, ce qui nous
donne

VNeN' 1<0<1+ Z

n= N+1
1
Puis passons a la limite lorsque N — 400 : Z — est une série convergente, donc son reste
n
+oo
d’ordre N, Ry = Z —5, est (défini et) de limite nulle :
n=N-+1
+00 1
lim Ry = lim — =0
N—+o0 N N—+o0 Z n?
n=N+1



Doufd=1:

lim ((z)=1

T—+00

1
6) Soit x > 1. La fonction ¢ : [1, +00[— R définie par ¢(t) = e est décroissante donc

1 1 1
vVt € [n,n+ 1] mgﬁgﬁ

Par croissance de l'intégrale,

1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 1
796:/ 7xdt</ ?dt</ =

La série converge vers ((x), et I'intégrale converge (Riemann, x > 1). On somme donc entre n =1 et
400 :

R | +oo ] =1
C(J})—lzzml)mg/l tfxdtgnz::lﬁ:C({L‘)

n=1
+oo as e
De plus,/ —dt = = . Donc
1 t —x+1 1 r—1
C(x)—1< 1 < ((z) < 1 +1
) — X X T) X
r—1 r—1

L’inégalité la plus a droite vient de celle la plus a gauche décalée de 1. Ainsi, avec © = 1 + h, en
multipliant par h,

[1<h¢(1+h)<1+h]

1
Donc, par encadrement, }llir% h¢(1+ h) = 1. Ce qui nous donne (1 + h) ~ 7 puis
—

1
r—1

() ~

7) Cf ci-dessous.
1

8) a) La suite a, = — est positive, décroissante (x > 0), de limite nulle (z > 0). Donc, d’apres le
n

critére des séries alternées, E (=1)"ay, converge.

La fonction F' est bien définie sur RY.

b) Soit @ > 0. Montrons que la série Z(—l)” fn converge uniformément sur [a, +o00of :

Az > a fixé, Z(—l) fn(x) est une série vérifiant le critere des séries alternées, donc le reste est
majoré par le module du premier terme négligé :

R | 1
Vn > 1 |R,(z)| = k:zn;rlﬁ < nr1)e
De plus, comme ci-dessus (question 2), ! < ! , donc || Ry || existe et
(n+1)* = (n+1)°
W1 Rl < —

(n+1)% n—too
Donc lim |[|Ry|lec = 0 par encadrement.
n—-+00

Ainsi ) "(—1)"f, converge uniformément vers F' sur [a, +ool.
De plus, pour tout n > 1, (—1)" f,, est continue sur [a, +00].
Donc F est continue sur [a, +0o0o[, et ce pour tout a > 0, par conséquent
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10
gl
B
al
21
|]| i i i i i i i
1] 2 4q 2] g 10 12 14
FIGURE 1 — La fonction ¢
La fonction F' est continue sur Ri
c) Soit x > 1.
+o0 1 400 (_1)?’L
(@) + Fx) = > —+> ~—
n=1 n n=1 n
oo oo 1
= 2 +0 —_—
pz_:l (2p)” pz_% (2p+1)”
2z = o
= 27%¢(x)
Conclusion :

V €]1; 400, ((z)+ F(z) =272 (x)

d) lim 2177 =0, et EI_P ¢(z) = 1 d’apres la question 5. Comme F(z) = 2'7%¢(z) — ((x),

Tr——+00

lim F = -1
+oo

Exercice 4 (CCP pPC 2013) 1) a) Lafonction |f]| est continue sur le segment [0, 1], donc bornée
et atteint ses bornes. Soit M son maximum : M = || f||c.

Soit gn(t) = f(t") pour t € R. Les g, sont continues donc continues par morceaux sur [0, 1].
Convergence simple de la suite (g,) sur [0,1] :

e Pour t € [0,1] fixé, lim ¢" =0, donc par continuité de f en 0,
n—-+0o

lim g, (t) = f( lim ") = f(0)

n—-+o00 n—-+o0o

e Pourt =1, g,(1) = f(1) —— f(1).

n—-+o0o

10
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b)

R |, continue par morceaux sur
f(0)
f)

Donc la suite (g,) converge simplement vers g : [0, 1]
t<1
1

111

[0,1].
Hypothese de domination : Soit ¢ : [0, 1] — R constante égale a M. Cette fonction est intégrable

sur le segment [0, 1], et

VneN, vie0,1],  [ga(t)| = [f(")] < M = (1)

Conclusion : D’apres le théoreme de convergence dominée,

lim /Olf(t”) dt:/o1 lim (") dtz/olg(t) dt

n—-+o0o n—-+o0o

Or /01 g(t) dt = f(0). Finalement : | lim I, = f(0)|

n—-+o00

Effectuons le changement de variable u = 1(t) = t" entre 0 et 1. Donc du = nt" " dt, et t = ut/™,
Les bornes ne changent pas. ¥ est &', strictement croissante, bijective. D’apres le théoreme de
changement de variable,

1 ke 1
nl, = / f(_l) nt" L dt = f(uz du
o t" 1

0O u =n
Convergence simple : Posons hy(u) = @ et h(u) = M, pour u €]0, 1].
u o n u
: L 1
Yu €]0,1], HETOO hn(u) = ngI—&I-loo h(u)u» = h(u)

Donc la suite (hy,) converge simplement vers h sur |0, 1]. Toutes ces fonctions sont continues donc
continues par morceaux sur |0, 1].

Yu €0, 1), Jha(w)] = [h(w)|ur < [A(uw)]
f(u)

Or, par hypothese, u +— est intégrable sur |0, 1].

Conclusion : D’apres le théoreme de convergence dominée,

lim /Olhn(u) duz/ol lim Ay, (u) du:/olh(u) du

n—-+00 n—-+o0o

C’est-a-dire

1
lim n[n:/ Mdu
0o u

n—-+o0o
. , . RN . . sin u
Appliquons le résultat de la question 1)b) qui précede : f(t) = sin(t) est continue, et u —
U

est intégrable sur 0, 1] :

sinu U

u U
sin u oy -

Donc u +— est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable.

1 1 g
Ainsi, d’apres 1)b), lim n/ sin(t") dt = / Y gy
0 0

n—-+oo u
De plus sin(u)/u > 0, continue et non identiquement nulle sur |0, 1], donc son intégrale est non
nulle. (réflexe : équivalent — est-ce que le résultat est bien non nul ) Conclusion :

1 1 1 gj
/ sin(t") dt ~ — / Y du
0 n .Jo u
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2) a) Soit n € N*.

oo f(u) a
Convergence de / ——i du : Pour tout u € [1,400] et tout a > 0, u®* > 1. Donc
1 ultaw
flu
vue oo, | LY < pw)
U n
-y f(u) .
Or f est intégrable sur [1,4o00[, donc u — 1 aussi.
u n

Changement de variable : Effectuons le changement de variable u = v (t) = t".

La fonction v est €, strictement croissante, bijective de [1, +o0[ dans lui-méme.

s P : T n 1 [+ f(u)
Donc, d’apres le théoreme de changement de variable, / f(&™) dt et — / - du sont de
1 nJ1 ylva
méme nature, et égales en cas de convergence. Or la seconde converge, donc
“+o0o
L’intégrale A, = / f(t") dt converge.
1
b) D’apres ci-dessus,
+oo U
nA, = / /( 2 du
1 yltw
De plus la suite de fonctions h,(u) = fl(u2 converge simplement vers h(u) = flw) sur [1, 400,
u T n u

ces fonctions sont continues par morceaux, et
Vne N, Vue[l,+oof,  |hn(u)| <|f(u)|

Dong, d’apres le théoreme de convergence dominée,

+o00
lim nA, :/ @ du
1

n—-+oo u

3) a) On effectue le changement de variable de la question 2)a), mais sur le segment [1, A] :
A 1 A" & 1 A
/ sin(t") dt = */ ﬂ du = */ (sin u)u‘”% du
1 n Ji ul*; nJi

g4l 1y o412 . o .
Comme (u 1+n)’ = ( -1+ —)u 2+ n, en choisissant 1 — cos comme primitive de sin, il vient
n

/ (sin u)u*H% du = {(1 — cos u)u*Hﬂ - / (1 — cos u)( -1+ —)ufﬂi du
1 1 1 n
1y (4" 1—cosu 1
_ ny g—n+1 =
= (1—cosA™)A —(1—cosl)—|—(1—g)/1 g un du
_ 1 ny g—n+l 1 /A" 1—cosu 1
Cn(A) = - ((1 cos A™")A 1+cosl+ (1 n) . U du

1—cosu 1 2 oo ]
————un| < —. Or — du converge (Riemann, a = 2 > 1).
u? u? 1 u?

+o0 1 —cosu 1 ) A" 1 —cosu 1 ]
——5—un du converge :  lim ———un du existe.

A—+o00 J1 u?
2
7 — 0. Donc
Ar—1 4t 0

b) Pour tout u € [1,+o0],

Donc, par majoration, /
1 U

De plus, |(1 — cos A”)A‘”‘H‘ <

1 1 +oo 1 —
lim C),(A) existe et vaut — (—1 +cosl+ (1 — —) / ﬂu% du)
A—+o0 n n’ J1 U

12
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c) Entre 1 et +00 : Cette intégrale converge d’apres 3)b), et pour tout n > 2,

+00 1 +oo 1 —
n/ sin(t")dt =n lim Cp(A) =—1+4cosl + (1 — —) / SO du
1 1

AS Yoo n u2

Par une convergence dominée comme au 2)b), avec pour hypothese de domination

1—cosu 1 1 —cosu
Vn =2, Yu € [1, +o0], ' 5 un| < 5
U U
+o0 1 —cosu 1 +o0 1 — cosu
Il vient lim —5 —undu= / — du. Donc
n—+oo J1 U 1 u

lim n sin(t") dt = —1 4 cos1 + / ﬂ du
n—-+oo 0 1 U

Entre 0 et 1 : D’apres la question 1)c), puis avec une intégration par partie comme au 3)b),

1 1

i +oo 1 —
ti o [sin@yde= [ au =1 —cost4 [
n—-+00 0 0 U . "
Conclusion :
oo +oo 1 —
lim n sin(t") dt = / w du

T sint
dt.

Cette intégrale est aussi égale (intégration par partie dans ’autre sens) a /
Jo



