Lycée St Joseph Pour le jeudi 6 octobre 2022
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (Formule de Stirling) 1) Pour tout n € N*,

Upy1  (n+ Drtle=(tD/nF1  n!
Up (n+1)! n"e~"\/n
(n+ 1) e ty/n+1
(n+ 1)n"/n

(n+ 1)”+% .
= e
n

Donc
(unJrl)
v, = In
Un,
n+ ]_ n+% 1
=1In (( - ) e
1 n+1
= (n—|—§)ln( - )1
1 1 1 1 1 1
Or ln(n t ) = In(1 + E) = v + 3.3 + O(ﬁ) (c’est rare, mais c’est un des cas ou il faut aller

a Uordre 3 : le n dans (n + 1/2) va faire baisser le petit o, si on veut garder un o(1/n) compatible avec un

Riemann convergeant, il faut donc aller jusqu’a l’ordre 3)
1N\ /1 1 1 1
o= (n+5) (=5 +2g () -1
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1 . P .
Comme Z —5 converge (Riemann, o = 2 > 1), par théoréme de comparaison, Z vy, converge absolu-
n

ment donc converge :

‘La série de terme général v,, est convergente‘
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2) La série Z vy, est télescopique : soit n € N*,

n—1 n—1
Z o Z (Inuptr — Inug)
k=1 k=1
=Ilnu, —Inuy
=In(uy) — 1

Or cette série converge, donc (Inwuy,), converge vers £ € R.
Par continuité de la fonction exponentielle,

In(un)

converge donc aussi, vers K = e > 0

la suite u,, = ¢

Comme K >0, lim wu, = K peut s’écrire u, ~ K, c’est-a-dire
n—-+00

1,7
nle

~ K
n\/n

La compatibilité des équivalent avec le produit nous donne

Up =

nl~ K <n> vn
e
3) Intégrales de Wallis
bl T 2 2
a) Woz/ 1dt:§ et le/ costdt = [sint]§ =1
0 0

Soit n € N. Effectuons une intégration par parties :

™

Wite = /2 cos" 2t dt = /2 (cost) x (cos™T1t)dt
0 0

= [(sin t) x (cos™t! t)}og - /Of(sin t) (—(n+1)(sint)(cos™t)) dt

jus

= (n+1) /é(sin2 t)(cos™t) dt = (n+1) /5(1 — cos?t) cos™ t dt
0 0
= (n+ )W, — (n+1)Wyyo

Ainsi,

n+1
n+ 2

VneN, Wy =

n

b) Monotonie : Pour tout ¢ € {O, ;},
0<cost<1

Donc pour tout n > 0, cos™t > 0 et

0<cos" ™t < cos™t

En intégrant cet encadrement, il vient W,,11 < W, c’est-a-dire ‘ (Wy,) est décroissante. ‘

Pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,7/2], cos" t > 0. Donc par croissance de U'intégrale, W,, > 0.
De plus, cost > 0 sur [0, 72/[ intervalle de longueur non nulle, donc W,, # 0 : W,, > 0.

n+1
Encadrement : Soit n € N. D’apres 3a, Wy,40 = %Wn Ainsi, puisque (W,,) est décroissante,
n
n+1
7Wn = Wn+2 < Wn+1 < Wn
n+2
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Puisque Wy, > 0, il reste a diviser par W,

n+1 Wn+1
Vn €N, < <1
" n+2 w,
C li n+1 1 4 t (Wipar /W) 1 Ainsi
mme lim - r encadremen ver s 1 Ainsi
omme lm -5 = 1 par encadreme n+1/Whn) converge vers si,

c) Soit n € N. D’apres 3b,

U = (n+ )W, W, 11
= (n+2)Wy2Wni1
= Unp+1

Donc (uy,) est constante. En particulier, u,, = ug = 7 /2.

Or Wyaq ~ Wy, : /2 = up = (n+ 1)W,Wyi1 ~ nW2. Par conséquent, W2 ~ 21 et, comme
n

W, >0,
T
Wy~ —
" 2n
d) Montrons que la propriété :
, _ @7
Hp . W2p - (2pp')2 5
est vraie pour tout p > 0.
0!
e Hy D’apres 1)b), Wy = g = W%, donc H(0) est vraie.
My —> Hyir 0 S M, vraic : Woy — CPL T A
° : Supposons vraie : = —. Alors
P p+1 pPp P 2p (2pp|)2 2
2p+1 s
W)y = Wappa = o+ 2 2P (d’apres 1)c))
2p+1 Cp)l m (2p+2)(2p+1) (2p)! «
- x 29 — 2~ N2 o
2p+2  (2vp!)*2 2(p+1)) (2vp!)? 2
et
(2rti(p+1)1)?
Donc Hp41 est vraie.
2p)!
e Conclusion : |Vp > 0 Wap = (épi'));;
Calcul de K : D’apres 3¢, Wa), ~ 41
D
Or, d’apres 2,
(2p)!
Wor — Z
T (2epl)2 2
2p\ 2P
K (?p) V2p N
PPK? (27 xp 2
K2%p?r. 2p e?P 7
- e2P22P K2p2r x p *3

™

~ K\/2p
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s 4p s
Ainsi, K ~ ———— ~/— X —=—= = V27
ng\/2p s \/2p

Conclusion :

K =V2r
Exercice 2 (PT 2016) 1) Pour tout réel x,

P4+ p=2+202+ N - N4 u=(z+N) - N +pu

1
Posons a =y — A2 > 0 et f = ———. Alors

Vi — A2

242+ p=a (;(x+)\)2+1> =Oé(1+52(33+)\)2)

En conclusion, | =y — N et § = vérifient 22 + 2 \x + p = a(l + B (x + )\)2)

1
Vi — A

1
(2 + 2z + p)n
Comme le discriminant A = 4\? — 4y < 0 par hypothese, 22 + 2\z + 1 ne s’annule jamais et la fonction
f est continue sur R.

2) Soit f:x

1

Etude en +o0 : f(z) ~ 73
x

400
Or n > 0, donc / —5n73 do converge comme intégrale de Riemann (o =2n+2>2>1).
1T

+oo
Dong, par équivalence, / f(x) dz converge absolument donc converge.
1

1

Etude en —co : De méme, f(2) ~ 575

1
Orn > 0, donc /

“+oo
- dz = /1 a2 dz converge comme intégrale de Riemann (o = 2n+2 >
2>1).

0o ’m‘Qn—&-Q

—1
Donc, par équivalence, / f(x) dx converge absolument donc converge.
— o0

En conclusion, | I,, converge

1 1 1

1

Calcul de I : — =— 5 d’apres 1), avec a = —. Donc
—— 42 +pu a1+<5($+)\)) I5;

oo dz oo dz +00

= [t e A e (s )] e

R I P CIORPY) -

Conclusion :
1
3) a) Soit n € N*. Posons u =z et v = GG Comme uv ~o —anmT avec 2n —1 >0, il vient
lim wwv =0 et lim wwv=0

r——+00 T——00

D’ou 'intégration par partie suivante :

“+o00 dz T +oo +o00 _in.Z “+00 .’E2
In—y :/ 2 n { 2 n:| _/ 2 g dz = 2”/ 2 ot d
oo (22 41) (@2 +1)"]_ —oo (2241) oo (22 +1)
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2 ?4+1-1 1 1
rVr € R, @2+ )" @2+ ) (@24 ) (22 4 )L one
+oo 1 1
In_1=2n /_oo @+ 1) — @2+ 1) dx = 2nl,_1 — 2nl,
2n—1)1,_
Par conséquent, | I, = (nz)"l
n

b) Cherchez au brouillon pour les premiers termes, comme d’habitude. Une fois que vous avez une formule
bien propre, comme vous l’avez obtenu avec des « ... », il faut faire une récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

(2n)!

est vraie pour tout n > 0.

T B . A..(2><0)!__
e Hy : d’apres 2), Iy = S, et ici f = 1. Ainsi 20(01)2 ™ =mx=I.

e H, = Hypy1 : Supposons H,, vraie. D’apres a),

2n — 1 2n(2n —1) (2n)! (2(n+1))!
In+1 = In = ™= ™
2n 22p2 22n(n!)2 22(n+1)((n+ 1),)2
Donc Hy41 est vraie.
2n)!
e Conclusion : | Vn > 0 1”22;%72!)2”

c) La fonction ¢ ;| — /2, 7/2[—] — 00, 400, définie par () = tant est €, strictement croissante et
bijective. D’apres le théoréme de changement de variable, les intégrales suivantes sont de meme
nature — convergentes d’apres 2.

dt et (1 +22)"™ = (1 4 tan?t)"™ = (1/cos? )", on trouve

Comme dz =
0s2t

b 1 by
I, = /2 cos?nt? t—-dt = 2/2 cos®™ t dt = 2Woy,
cos*t 0
Exercice 3
Partie 1 (Préambule)

1) Pour tout k € N, comme |¢’| = 1 pour tout 6 € R,

1 b ;
%/ f/ (t) elkt dt

1 b,
<3 [ I

. 1
Or lim — =0, donc, par encadrement,
k—4o00

1 [t :
lim z / f (@) et dt =0

k—+o0

2) Soit k € N*. Intégrons par parties :

b , ikt ]? b oikt
f@ﬁwzpwi]— (1) - dt
f
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o )

b
ikt
/a (et aef < 1

+f§:)+; /abf’(t)eiktdt

1 b :
Or d’aprés a), lim Z / f'(t)e* dt = 0, donc par encadrement
a

k——+o0

b .
lim / f)e*dt=0

k—+o0

Partie 2
1) a) Soit n € N* fixé.
10,7/2] - R
sin(2nt) est continue donc continue par morceaux sur ]0, 7 /2.

La fonction f, : { ;

3 2nt
Etude en 0 : f,,(t) ~ —? =2n (# 0 car n > 1). Donc }/in% fn(t) = 2n et f, est prolongeable par
—

tant

continuité en ¢t = 0 donc / * fn(t) dt converge.
0

Etude en g : Soit t = T — h.

2
7T _sin(nm — 2nh)
ACROE tan(n/2 — h)
= (=1)""!sin(2nh) ::;((Z)) — 0

T s
Donc f, est aussi prolongeable par continuité en ¢ = 5 et / ’ fn(t) dt converge.
1

Conclusion :

2 sin (2nt
I, = /2 M dt converge
0 tant

b) Calculons I; : pour tout t € {0, ﬂ,

sin(2t)  sin(2t)cost

tant sint
_ 2sint cos?t
- sint
=2cos’t

= cos(2t) + 1

sin(2t) } 2 o
+t| ==

2 0 2
c) Sil'on note Zm (z) la partie imaginaire d’un complexe z, on a :

Donc I1 = [

sin ((2n +2)t) —sin (2nt) =Im (62(n+1)it B eQnit)
avec

p2(nt1)it _ 2nit _ (2n+1)it (eit _ e—it)
=2(—sin((2n+1)t)sint +icos((2n + 1)t)sint)

donc



DL 1

’ sin ((2n 4 2)t) —sin (2nt) = 2cos ((2n + 1) t) sint. ‘

d) On en déduit, pour n € N*, par linéarité de l'intégrale :

Inv1— I, = /E 2cos((2n + 1) t) cost dt.
0

Mais par un calcul analogue au précédent :
2cos ((2n + 1) t) cost = cos ((2n + 2) t) + cos (2nt)

donc, comme 2n # 0 et 2n 4+ 1 # 0,

[NIE]

sin ((2n+2)t)  sin(2nt)
2(n+1) + 2n |,

In—l—l I, =

ce qui prouve que la suite (I,,), cy- est constante.
Avec la question (b), on peut conclure que

‘La suite de terme général I,,, n € N*| est constante égale a /2. ‘

in (pt)
t

s ™
2) Pour p entier naturel non nul, la fonction ¢ — est continue sur ] 0, 2] comme quotient de telles

fonctions dont le dénominateur ne s’annule pas, et se prolonge par continuité en 0 avec la valeur p.

2 sin (pt

L’intégrale / t(p) dt est donc convergente, car faussement généralisée.
0

C’est vrai notamment pour p = 2n avec n entier naturel non nul ou pour p = 1.

‘Les intégrales considérées sont convergentes. ‘

3) Comme différence de telles fonctions, ¢ est de classe C! sur }O, g [

Prolongement par continuité :

m s 1 cost
En — : Pour tout ¢ € |0, = t)=-——.
e En 5 our tou E} ,2[7 () r sint

: 2 T 2
Donc lim ¢(t) = — : ¢ se prolonge par continuité en — avec la valeur —.
tT T 2 s

e En0: pourtoutte}o,g[,

Ctant—t  t+b 4ot T 4o(t)

t) = = =
P = ant ttant ttant
132 ¢
Ainsi p(t) ~ % =3 ﬁ 0 : ¢ se prolonge par continuité en 0 avec la valeur 0.
*)

~ . ™
La fonction ¢ se prolonge en une fonction @ continue sur {O, 2].
~ P ™
Caractére €' : Nous allons appliquer & @ le théoréme du prolongement € en 0 et en 5

Pourte]o,g[,

3 (1) = -1 14tan®t 1 1
12 tan? ¢ tan?t  t2
e En T :
2 4
lim @' (t)=1- —
tg%@ ®) 2
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t3
e En0: (t—tant) ~ 3 et (t + tant) ~ 2t donc

1 1 (t—tant) (t+tant) —4 x2t  —2

tan?t 2 t2tan2t 4 3
donc 5 )
. ~/ _ _ 2 _ =
e =1-3=3

T
Donc, d’apres le théoréme de la limite de la dérivée appliqué en a =0 et a = 5

Le prolongement @ est de classe C! sur {0, 721

4) Puisque @ est C! sur [0, ﬂ , il découle du préambule que la suite de terme général

ap = /2 @ (t) e dt
0

converge vers 0, et la suite extraite (a2,), également. Il est en de méme de la suite de terme général
(Zm (agy)) car 0 < |Zm (a2,)| < |agn|. Or

jus

ﬂm@mzégﬁwm@myﬂ:%—@

donc

Hm (Jp—1I,) =0

n—-+4o0o

. sint . . ™
5) a) La fonction t — —~ est continue donc continue par morceaux sur 5 +oo|.

, 1 ™
Etude en 400 : Posons u : ¢t — n et v :t > —cost. Ce sont deux fonctions €' sur [2, —1—00[ et

telles que le produit uv admette des limites finies (nulles) aux bornes de 'intervalle.

1 1
u(t) = - u'(t) = ——
VteB,Jroo[, =3 ) =%
v(t) =cost  v'(t) = —sint
“+o0o “+o0o
D’apres le théoreme d’intégration par parties, les intégrales / u(t)v'(t) dt et / o (t)o(t) dt
bl 3

sont de méme nature.

cost
Or [u'(t)v(t)] = T
a=2.

1 oo dt
< o) et I'intégrale de Riemann / Y converge pour « > 1 donc pour
1

Donc, par théoreme de majoration,

+0 cost
[Ty,
i 12

2
est absolument convergente donc convergente.

Donc le théoreme d’intégration par parties nous donne

T sint
L’intégrale / 5 dt est convergente.

2
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T
b) La fonction ¢ — u = 2nt est une bijection C' strictement croissante de ]O, ] sur ]0, nx], donc

par théoréeme de changement de variable :

nTosin u
Jn :/ du.
0

u

, Foosint L o .
Puisque — dt est convergente, par composition de limites, on a bien :
0

+00 gin t
lim J, = / SRE gt
0 t

n——+oo

c) D’apres la question 1.(d), on peut écrire :

donc, d’apres les questions 4 et 5.(b) :

Exercice 4 (Centrale PC 2017)



