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Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (D’apres TPC 2019)
1) a) Pour tout ¢t €] — 1, 4o00[, posons ¢p(t) = In(1 +¢) —t.

1 t

T4t 1+t

Donc ¢'(t) est du signe de —t, et le tableau de variations de ¢ s’écrit

Vt €] — 1,400, o' (t)

T -1 0 +oo

¢'(x) + 0 =
0
@ / \

Ainsi, ¢ < 0 et en conclusion :

IVt €] — 1,400, In(1+1) <t

b) Soit n € N*.
Premiére inégalité : Soit x € [0, v/n.
2

Comme — 2 €] —1,0] €] — 1, +o0[, I'inégalité de la question 1 s’applique et nous donne
n

2
— nha(l—gv)é—a:2 Carn >0
_a? 2\ "
N 6nln<1 n>:<1_f];> g6712
n

Cette inégalité reste vraie pour x = v/n : 0 < e ™.

2
x

Seconde inégalité : Soit x € Ry. Comme — > 0, I'inégalité de la question 1 s’applique et nous
n

2 2
1n<1—|—x><x
n n

Car exp est croissante

donne de méme
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Finalement,

n -n
xz 2 1'2

Ve e [0,vn], [1-—] <e ™ < |1+ —
n

L’inégalité de droite est encore vraie sur R;..

c) C’est quasiment une des questions de cours. Nous verrons au chapitre suivant que c’est un résultat de
convergence simple.
.71,'2
e Pour n assez grand, 1 — o > 0, donc on peut écrire

x2 " nln<17%>
1- =] =e

n
n( Iﬂ—l—o(i))
=e Développement limité de In(1 — u)
_ e—a:2+o(1)
Alinsi,
2 n
lim (1-2) =¢°
n—-+oo n
2
e De méme, comme 1 + — > 0,

n

2\ " _nl z2
14 :137 0 n n<1+ - )
n
n<€1+o(}b)>
=e Développement limité de In(1 + u)
_ ,—x2+o(1)
Ainsi,
2 —Nn
lim (1+2) =e*
n——+oo n

d) Comment commencer ¢ D’abord, les fractions, c’est le Mal : partir du résultat et essayer d’obtenir une
expression sans fractions, autant que possible. Ensuite, on peut tout passer d’un coté et se ramener a une

étude de signe. Puis on rédige tout ¢a dans le bon ordre : la conclusion en dernier.

Posons, pour tout z > 0,
2 n

o) =1+z% - 1+ 5
n

La fonction ¢ est dérivable,

2
x
Pour x > 0, 1 + — > 1 donc la parentheése est négative, et le tableau de variation de ¢ s’écrit
n



x 0 +oo
¢'(x)] 0 -
0

Donc pour tout = > 0, ¢(x) < 0. Ainsi,

2 n
0<1+a22< <1+x>
n

1+x2 _n< 1
n S 1422

On peut aussi utiliser, en étant moins systématique, la formule du bindome,

En passant a l'inverse, il vient,

2 n 7 n » P2\ k
1+ ) =142 <7> > 1+ a2
(+5) =t () (5) =14

I —
>0

X dz T
Pour tout X > 0, / —— = Arctan X ——— —, donc
o 1+z2 X—4o00 2

/"‘OO dz ; ; T
—— converge et vaut —
o 1422 & 2

D’apres 1)b) et 1)d),

2 —MN
1
Va >0, 0<e*x2< 1+x— < ——
n 1+ 22

1
1+=x

+oo
Or d’apres a), U'intégrale / dz converge. Donc, par majoration,
0

2

+o00 2
L’intégrale / e~ " dx converge
0

De plus, en intégrant I'inégalité précédente et vu le calcul du a),

+oo 2 to  dg i
I = 7 d g/ - -
/0 ‘ ’ o 1+z2 2

2 —n
x

Soit n € N* fizé. La fonction f : z +— (1 + ) est continue donc continue par morceaux sur
n

[0, +00]. De plus, f > 0.

- .’172 xz

Etude en 400 : 1 + — ~ —, donc (J'insiste : n fixé)
n n

+oo 1
Or / —.- dz converge (Riemann, 2n > 2 > 1),
1 T

Donc, par comparaison,



Les intégrales généralisées v,, = / 14+ — dx convergent
0 n

b) Soit n € N*. En intégrant I’encadrement obtenu en 1)b) entre 0 et v/n, il vient

vn 22\" Vi, NG 2\ "
/ 1—-— dmg/ e’ dxg/ 14+ — dz
0 n 0 0 n
\—,_/

2 —n
Or <1 + x) > 0 sur [v/n, +o0l. Donc ( ) x > 0, puis
n
il o2\ 7" N too [ 2\ 7"
/ 1+ — dxg/ 1+ d$+/ 1—|— dr = v,
0 n 0 n

Conclusion :
Uy < Ip <oy

4) a) Soit n € N*. Effectuons le changement de variables x = y/nsint : La fonction ¢t — y/nsint est
strictement croissante de [0, 7/2] dans [0,v/n], et dz = y/ncost dt.

w= [ (1-2) @

:/ <1— (\/ﬁsmt))n(\/ﬁcost) dt
0

n
= \/ﬁ/2 (1 —sin?t)" cost dt
0
= \/5/2 cos?™ ¢ dt
0

Conclusion :

Up = \/HWQn—s—l

b) Soit n € N*. Attention, intégrale généralisée : théoréme de changement de variables d invoquer.

La fonction ¢ : t — y/ntant est €', strictement croissante (donc bijective) de [0,7/2[ dans

0 . De plus, ¢/(t) = \/ﬁ.
0, +o0[. De plus, /() = ¥

Dong, d’apres le théoreme de changement de variable, les intégrales / <1 + ) dz et
0 n

5 (Vatant)?\ ™" yn

2 n tan n

/ (1 + ) 25 dt sont de méme nature, donc convergentes puisque la premiere
0 n cos

I'est d’apres 3)a), et

an/()Jroo(l—i—f)ndx
_/ ( ftant)> ”C(\Qtdt

_\/ﬁ/0 (1+tan t) oyt Or 1+ tant = —5

/1 \" 1
= dt
vn /0 <0052 t> cos?t

= \/ﬁ/2 cos? 2t dt
0

= tan’t
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Conclusion :

Un = \/EWQn—Q

5) L’énoncé nous rappelle que W,, ~ 1/21, donc
n

W Y I SRVEL
220 + 1) an  n 2

D’ou u, ~ \/; d’apres 4)a), et donc

. VT
lim w, = —
n—-4o0o

LS

De méme, Wy,_9 ~ — x —, donc, d’apres 4)b),

Jn 2

. NZS
lim v, = —
n—-+00

Ainsi, griace a 'encadrement obtenu en 3)b), la suite (I,,) converge vers \/; D’ou

+oo vn
I = / e~ dz = lim e dz = ﬁ
0 n—-+o0o 0 2

Exercice 2 (E3A PSI 2016)

1) On utilise la factorisation par 'angle moitié
U= e"g(e_"g + eig)
0\ ;o
= 2cos (5)6 2
O\ ir i 0
= —2cos (i)e”e’g '(utile si cos (5) < 0)

s ()

Si |u| # 0, c’est-a-dire 0 # 7, argument existe et

Ainsi | |u] =2

090  sioeon]
argu ={ 2 P
Ty [27] si6 €], 2n]

2) a) Etude descasn=1 et n=2 On rappelle la factorisation suivante — toujours la série géométrique :

(AY'Z - l) _ <X - l)(}(;i*l “1’1‘(”72 4. +AX 4 l)
D’ot l'on déduit, via X = a/b,

(@ =) =(a—b)(a" P +a"" 2+ - +ab" 20"

i) On pouvait aussi utiliser le binéme de Newton pour n = 3 et n = 5, en calculant les coefficients
du bindéme a l'aide du triangle de Pascal.

P g (- -a)
= %(X+i—X+i)((X+i)2+(X+@)(X_7;)+<X_i)2)
= (X242 — 1)+ (X241)+ (X2 -2 —1)
= 3X%-1
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P = 2% (X +9)° = (X =4)°)

= Q%(X+i_X+i){(X+i)4+(X+i)3(X—i)+((X—I—z')(X—i))2
(X +i) (X —i)® + (X — z')4]

= 2R((X+0) + (X +0)* (X =) + (X2 +1)?

= 2X' - 12X7 424 2(X7 - (X7 + 1) + X 4 2X7 41

= 5X*-10X*+1

Ainsi, | P, =3X? —1et P, =5X*—10X2+1

ii) Comme P; est de degré 2 et P» de degré 4, ‘Pl € Ro[X] et Py € Ry[X] ‘
Un polynéme irréductible est un polynéme qui ne peut pas s’écrire comme un produit de
polynoéme non constants de degré plus petit.

Les polynoémes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1 ou les polynémes de degré
2 sans racines réelles. Par exemple, un polynéme de degré 4 sans racines réelles aura 4 racines
complexes z1, z1, 22, Z2, €t en regroupant les racines conjuguées on 1’écrit comme un produit
de polynomes de degré 2.

Ainsi P, n’est pas irréductible car il est de degré 4, et Py = (v/3X —1)(v/3X +1) donc n’est

pas irréductible non plus.

Conclusion : | P; et P, ne sont pas irréductibles

b) Cas général
i) P, est différence de deux polyndémes de degré 2n + 1 et est donc de degré au plus 2n + 1
(c’est-a-dire dans Capy1[X]).
On développe a 'aide de la formule du bindéme, en ne gardant que les termes de plus haut
degré :

1 2 1
P (X)=— <X2”+1 + ( n1+ >X2”i—|—R1(X) avec deg Ry < 2n

21

2 1
+<X2n+1 _ < nf’ >X2n(—i) + RQ(X))> avec deg Ra < 2n

=(2n+1)X* + %(Rl (X) — Ro(X))

1
Ainsi, comme deg i(Rl(X) — Ry(X)) < 2n,

1)

‘ P, est de degré 2n et son coefficient dominant est 2n + 1

ii) Les racines N-iémes de I'unité sont les complexes

2ikm

e N avec kel[0,N—1]

iii) On a

i 2n+1
Pati) = B~ gy

iv) Soit a € C. En remplagant P, par son expression il vient

Pu(a) =0 < (a+9)*"" —(a—i)* =0
— (CL + i)2n+1 — (a _ i)2n+1
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vi)

Puis, en passant au module,
Py(a) = 0= |a+i*"" = |a —i|*"*!
= |la+i| = |a—1i]
La derniere égalité signifie, géométriquement, que le point d’affixe a est équidistant des points

d’affixes 7 et —i. Donc, en identifiant affixes et points, les racines sont sur la médiatrice du
segment [i,1], c’est-a-dire I’axe des réels. Conclusion :

‘Les racines de P,, sont réelles‘

Supposons que a soit racine de P,. D’apres iii), P(i) # 0 donc a # i, et

-\ 2n+1
<a—|—zl> _
a—1

Lorsqu’on voit une barre de fraction, il faut que ce soit un réfiexe : le dénominateur peut-il s’annuler ?

Ce qui nous donne la raison d’étre de la question iii.

Ainsi, - est une racine 2n + 1-iéme de I'unité. D’apres ii, il existe k € [0, 2n] tel que
a—1
a-+1 2ikT
— 62n+1
a—1

et donc, en développant,

a(€2ik:7r/(2n+1) _ 1) _ i(eQilm/(Qn-i-l) + 1)

Il reste a écarter le cas k = 0 : I'égalité précédente s’écrirait a x 0 = 2i, ce qui est faux. Donc
kE#0:ke][l,2n].
Réciproquement, si a(e? ™/ (2n+1) _ 1) — j(£2F7/Cn+1) 1) avec k € [0,2n], on a

2ikm

(a+1) = (a—i)e2n+T

En élevant & la puissance 2n+1 on trouve que (a+1)?"! = (a—i)*"*! et donc que P, (a) = 0.
Conclusion :

a est racine de P, <= 3k € [1,2n], a(e¥ ™/ 1) _ 1) = j(e2ikm/Cnt1) 4 1)

2ikr/(2n+1) # 1, les racines de P, sont les

o i(e2k/(2n41) 4 ) _; 2cos(km/(2n + 1)) _Cotan( km >
P (e2ikn/@nt ) 1) " 2sin(kn/(2n+ 1))

pour k =1,...,2n. On trouve bien des racines toutes réelles.

D’apres v), comme e

Pour l'instant on connait pas la multiplicité des racines : ces racines ne sont pas forcément distinctes.

vii) On développe les deux puissances par formule du bindme et on regroupe les termes :

2n+1
2 1
2iP,(X) = Z ( ”]: >in2n+1—k(1 . (71)2n+1—k)
k=0

Les termes d’indice k impairs sont nuls : 1 — (—1)?"™17% = 0 dans ce cas. Il reste donc

2P, (X) = 2 zn: 2+ 1Y ok ont1-2k
" =\ 2k

On en déduit que

P,(X)= Qn(X2) avec Qn(X) = zn: (2712;: 1) (_l)n—ka
k=0
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viii) 2.a.i donne

1 1
Q1 =3 (X 3) racine : 3

et

5 )

5+ 95 5—2/5 595 5+2/5
Q2=5X2—1&X+Js:5<X¥—+5vh><X?—5Vf> racines ;2= 2Y3 525

Savoir repérer ce genre de questions, qui portent sur des objets simples que vous avez forcément calculé.
ix) Si a est racine de P, alors a? est racine de Q,,. En particulier, on a les racines

km
2n+1

a2 = cotan? ( ) avec k€ [1,2n]

Notons Z(P) l’ensemble des racines — aussi appelées « zéros » — de P. La relation Pp(X) = Q,,(X"))
entraine

{(12 | a € Z(P,,,)} C Z(Qn)
Mais Uinclusion inverse n’est vraie que parce que l'on est dans C : toute racine b € Z(P,,) peut s’écrire
b=a® avec a € C, et donc provient d’une racine a € Z(Q,,). Ce n'est a priori plus vrai sur R.

deg P = 2n donc deg @ = n : il nous faut n racines (comptées avec multiplicité).

Or cotan = g est bijective de |0, [ dans R et les 2kw/(2n + 1) étant dans |0, [, les aj sont
sin

km s
< —, clest-a-dire k € |1, n].
2n+1 2’ [1m]
Les carrés sont donc aussi distincts : Ceci donne n racines distinctes de @), qui est de degré
n et donc toutes ses racines.

2 a 2 distincts. De plus, a; > 0 pour

Les racines de Q,, sont les b, = ai = cotan ? < ) pour k € [1,n]

T
2n +1

Les racines de @,, sont toutes de multiplicité 1.

n
3) Le coefficient dominant de @, est celui de P,,, 2n + 1. S, = Z b, or O, est scindé a racines simples

k=1
et s’écrit
n
Qn = 2n + 1 H — bk
(2n+1) < Z X"l (=) .bn> (en développant)
. s . . n—1 . s N 2n+1 ..
On voit que 'on a besoin du coefficient de X dans @Q,, qui vaut d’apres viii — 9 5] On a ainsi
n—
G __1 (w1
" 2n41\2n—2
1 (2n+1
S 2n+1\ 3
_ (2n+1)2n(2n —1)
B 6(2n + 1)
n(2n —1
Sn = (3)
4) Pour z € {O, g [, posons f(z) =sin(x) — z et g(x) = = — tan(x).
Ce sont des fonctions € et f'(x) = cos(x) — 1 et ¢'(z) = — tan?(x) sur Pintervalle. Donc



x 0 /2 x 0 /2
flix)| o - g@) | 0 -
0 0
f g

Comme sin > 0 sur [0, 7], nous avons

Vo € [O, ;r[’ 0 <sin(z) < x < tan(z)

1
De plus, en excluant 0, tout est strictement positif. Or y — — est décroissante sur R’ , donc
Yy

Va €]0,7/2] L ot 1 1+ =
€z TN X T, = YR
L tan?(z) ~ 22  sin?(x) tan?(z)

Obtenir la seconde série d’inégalité est faisable : il faut écrire ce qu’on a, ce qu’on veut, et essayer de passer de

l'un a lautre. Sans a priori et en justifiant a chaque étape.

km . . ;
Pour k € [1,n], el €0, /2] d’apres le calcul du 2.ix. Toujours vérifier les hypothéses avant d’appliquer
n

un résultat.

et en sommant, les inégalités qui précedent s’écrivent :

E ($) lacant a.
11 re1m nt r I

5 <n+ 5,

ce qui donne
725y, - i 1 < 72 (n + Sy)

2n+1)2 = &= k2 5 (2n+1)?
n(2n—1) 2 ,
Or Sn:fwgn . Donc S, + n ~ S, et
N
2n+1)2 4n2" 3 6
"1 2
Les deux coté de ’encadrement de Z — ont donc méme limite, 3 : par théoréme d’encadrement, la
k=1

- 1 . - .
série E 72 converge (ce que 'on sait car c’est une série de Riemann convergente) et

< 2

T
2. @=g

k=1




