Lycée St Joseph Pour le vendredi 15 septembre 2017
Classe de PC

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (E3A MP 2017)

2 3
1) Pour tout x € R, Si(z) =1+ ; + 3—3: = Sa(z). L - +00
Comme A =1—4/2 = —1 < 0, Sy(z) n'a pas de Sy(z) +

racines réelles et est donc de signe constant.

s |

Positions relatives :

e Pour les x positifs ou nuls :

+oo _k +oo _k

- x T
ef=> X Sa(x) + ) o Sz(z)
k=0 )
——
>0

Donc la courbe de I'exponentielle est au-dessus de celle de S3. De méme,

Donc la courbe de S3 est au-dessus de celle de Sj.

e Pour les x négatifs ou nuls : Posons

g(x) =e* — Ss(x)

La fonction g est €, et Vo € R_, ¢'(x) = ¥ — Sa(x), ¢"(z) = €* — S1(x) et ¢"(z) = * —1 < 0.
Donc ¢” est décroissante sur R_, or ¢”(0) = 0, donc g’ > 0 : la courbe de l'exponentielle est
au-dessus de celle de S7 (résultat classique).

De plus, comme g” > 0, ¢’ est croissante sur R_, or ¢’(0) = 0, donc ¢’ < 0. Ainsi g est décroissante
sur R_, or g(0) = 0, donc g > 0 : la courbe de ’exponentielle est au-dessus de celle de Ss.

Pour étudier des positions relative, on pose g = f1 — fo et on étudie le signe. Pour étudier un signe, au
besoin, on fait un tableau de variations. Ftc..

De plus,
23 22 x
Ss(w) = S1(@) = +3!:2(1+3>

x

2
La parenthese est positive si et seulement si > —3, donc la courbe de S5 est au-dessus de celle de
Si sur [—3,0] (et méme [—3, +00[, mais je m’intéresse ici aux x < 0), et en-dessous sur | — oo, —3].
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2) Montrons par récurrence que la propriété :
Hy: Sa, n’a pas de racine réelle et Sa,4+1 a une unique racine réelle simple.
est vraie pour tout n > 0.
e Ho : So =1 n’a pas de racine réelle et S = 1 + X a une unique racine réelle simple (z = —1).

Donc Hy est vraie.

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie :

Son, n’a pas de racine réelle et So, 11 a une unique racine réelle ag,11 simple.

Le coefficient dominant de S, 11 étant > 0, nous avons le tableau de signe de So,,+1(z).

1
(2n+1)!
De plus, on remarque que Sy, o = Sont1 et Sy, 15 = Sonyo. D’oll les tableaux de signes et de
variations suivants :

x —00 A2n41 “+00
signe de B 5 n
Sont1(x)
+00 +00

| N

Sont2(2nt+1) >0

signe de

Sont2(x) +

Son+3
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3)

b)

1
2n+2 (043;5%1)2
Comme S2n+2 = 52n+1 + m et SQn+1(a2n+1) = 0, 52n+2(042n+1) = m > 0

Donc, dans un premier temps, So,42 n’a pas de racine réelle.

De plus la fonction S,13 est polynomiale donc continue sur I'intervalle R, strictement croissante,
et ljg} Sonts < 0, Egg Son+3 > 0. Donc, d’apres le théoreme de la bijection, So,+3(x) = 0 a une
unique solution.

En d’autres termes, So,4+3 a une unique racine réelle. Si cette racine as,y3 était double, alors
Sonis(@onts) = 0. Or S5, 5 = Sonyo, qui n’a pas de racines réelles.

Donc Hy,41 est vraie.

Conclusion : ‘Vn >0 Son, n’a pas de racine réelle et Sa,11 a une unique racine réelle simple.
X2n X2n+1
Par définition, So,—1(agn—1) = 0 et Sopi1 = Sop—1 + (2n)! + e Ainsi,
2n+1
s (a ) = O‘%Z—1 %Zfl _ a%ﬁ—l ( a2n1)
U on) T 2n+ 1)1 (2n)! on + 1
0
>

Or, d’aprés I’énoncé, pour tout n > 2, les racines de S, sont de module strictement plus petit

que n. Donc ag,—1 > —(2n + 1), et (1 + 20[2111> > 0. Ainsi, Sop+t1(en—1) > 0.
n

De plus, d’apres 2), So,41 est strictement croissante, donc So,11(2,11) = 0 < Sopai1(@on_1
p p ) + + + +

entraine agp4+1 < Qop—1.

Conclusion : ‘La suite (@2n+1)nen est décroissante‘

i) Comme (v,,) converge, elle est bornée et en particulier (|v,,|) est majorée. Soit A un majorant

de (Joml) :
Vm e N lum| < A

+oo _k k
z . . . ~
D’apres 1’énoncé, e* = Z =k Donc en particulier, Z o converge, ce qui entraine que la
= k! !
+o0 Ak
suite des restes ( Z —) converge vers 0 :
k! /m
k=m+1
+o0 Ak
Ve>0,3IMeN,VmeN, m>M=| > —rl<e
k=m+1
+00 vk +o0 ’1) ’k +o0o k
Vm| _ Zm m 2o "
Or |Spm () — e’™| = Z X < Z 1 < Z R Soit € un nombre réel > 0.
k=m+1 k=m-+1 k=m-+1
400 Ak
IM eN, VmeN, m > M = |Sp,(vm) —e'™| < Z Tl <€
k=m+1

Ainsi, ‘Il existe un entier naturel M tel que : Vm € N, m > M = |S,,(vy,) — ™| < 6‘

ii) Comme (v,,) converge vers ¢, et que la fonction exponentielle est continue en ¢, (€“™) converge
vers e
<e€

Ve>0,3IM eN,VYmeN, m>M = [e' —¢

i
Or d’apres i),
Ve >0, 3IM e N, Vm e N, m > M = |Sp,(v,) —e"™| < e

Or S (vm) — €] = |Sm(vm) — € + €™ — €| < [Spm(vm) — €| + |’ — €*|. Donc avec
M" = max(M, M),

Ve>0,IM" €N, VmeN, m> M = ‘Sm(vm)—eg‘ <%

D’ott | La suite (S (vm)),,en converge vers e’
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c) Si(agp4+1) converge vers £, alors, d’apres b), la suite (S2,,41(2n+1)), qui est la suite nulle, converge
vers e’ > 0. Ce qui est absurde. Donc (cvon+1) ne converge pas.
D’apres a), (aon+1) est décroissante. Comme elle n’a pas de limite finie,

‘ La suite (a2p+1)nen diverge vers —oo ‘

4) Soit z € R. On a W' (z) = (1 — z)e!™ qui est du signe de (1 — z).
La limite en —oco s’obtient par produit celle en +oo par la croissance comparée te! — 0

t——o00
y
1-.
€ —00 1 ~+00
W (x) + 0 - 100 1 2 3 47
1 -
—OO 0 _2

5) La fonction h est continue et strictement croissante sur | — oo, 1[. De plus :}CIL% h(z) =1et xli}r_noo h(z) =
—00. Donc h induit une bijection de | — oo, 1] vers | — 0o, 1]
On pose g la bijection réciproque qui est continue et strictement croissante
De plus h est de classe € et h' ne s’annule pas sur | — oo, 1]

donc | g de classe €°° de | — oo, 1[ dans | — oo, 1] vérifiant Vo €] — o0, 1], h(g(x)) = x‘

Le graphe de g est obtenu par symétrie du graphe de f par rapport a la premiere bissectrice y = —zx.
Y
1 4
-3 - = 0 1z
11
6) Comme h induit une bijection de | — oo, 1] vers | — oo, 1], il existe un unique p €] — oo, 1] tel que
h(p) = —1.
De plus Vz > 1, h(z) > 0 ainsi ‘il existe un unique nombre réel p tel que h(p) = —1 ‘
e3/2 3
7) h(-1/2) = 5 donc In(—h(—1/2)) = 5~ In(2) >1—1In(2) >0car2<e

donc —h(—1/2) > 1 d’ou h(—1/2) < —1 = h(p)
comme h est strictement croissante sur | — oo, 1] alors —1/2 < p

5/4

d’un autre coté h(—1/4) = -
5 5 26 1 13
donc In(—h(-1/4)) 1 n(2) 1720 20 < 0carln 50

donc h(—1/4) > h(p)
On a bien‘ p dans l'intervalle | — 1/2, —1/4[‘

~+o00 (nz)k +o0 nk
8) a) Comme e"* = Z T d’aprés 1’énoncé ; on a l'existence de Z EZ”f*" car
k=0 : kenat1 1
T Lk +oo K
n n
n k—n __ "k
z Z k! z = Z %l <
k=n+1 k=n+1
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9)

10)

d’ou . N N
00 k 00 k oo k
l—z\n_-—n n k—m _ _—nz n- __—nz (nz)
(ze"7%)"e Z o e Z e = Z 1
k=n+1 k=n+1 k=n+1
et N
X (nz)k ", (nz)* ", (nz)k
Z (k'> :enz_z ( k') :enz_z ( k') :enz_sn(nz)
k=n+1 k=0 k=0
00 nk
On a bien 'égalité : |1 — e T}, (2) = 1 — e "*Sp(nz) = (ze! 7)™ Z Ezk_”
k=n+1 "~
nk k
b) Pour Kk >n+ 1, on a — kg
k! k!
+o00 nk
et Z o est une série convergente (en prenant z = 1 dans la question précédente)
k>n+1

1—2

<let|z]<1:

donc a l’aide de la question précédente et comme ‘ze

) n +oo nk L +o00 nk k +o00 nk
_ L _ _ n_ -
‘1—e"ZTn(z)|:‘ze e Z e gLe ™ Z E‘Z’ <e™” Z o
k=n+1 k=n+1 k=n+1
+oo nk
On obtient : | |1 — e ™ T, (2)] < 1— e "Tp(1) | car 1 — e T, (1) = (Le!H)me™" Z ﬁlk_"
k=n+1 "

c) Par I'absurde si on avait T, (z) = 0, on aurait 1 <1 — e "T,,(1) d’apres la question précédente
donc e T, (1) < 0 donc T},(1) < 0 ce qui est absurde

On en déduit que |T),(z) # 0

m _Xﬂp Xﬂp+1
En reprenant le calcul du 3)a), on a pour m € N : Sgp,1(X) = Z I +

= \@2p)t 0 (2p+ 1)

m 2
(2m + 1)<P
Donc Sopmi1(—2m —1) =3 e )
e }ZIO (2p+ 1)!
donc pour n impair, on a S, (—n) < 0 donc —n < a,, (admis par I’énoncé et vu en 3)

(2p+1—2m—1)

ainsi —n < ay, < 0 en utilisant les variations de S, vues au 2) or 0 = Sy, () = T (an/n)
donc d’apres la contraposée de la question 8 : |, /n| > 1 ou |ay,/nexp (1 —ay/n)| > 1
ainsi |ay,| > n ou |h(ay/n)| > 1

donc |h(an/n)| > 1 et ainsi h(ay,/n) < —1 = h(p) car —1 < o,/ < 0

donc ay,/n < p d’oﬁ‘an €|l —n, n,o[‘

La fonction exp est de classe € sur R.
On peut donc utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale a ’ordre n. Soit v € R. On a
. eXP(k)(*U) k 00—t 1
= k! _u n!
"k 0 (=)™
donc 1l =¢S5 — / tdt
onc e kz;;k!—i-_u n!e
On effectue dans lintégrale le changement de variable de classe €' : . = —t; do = —dt
0 pn 1 0
ainsi 1 = e “Sp(u) — | —e *dt dou|e “Sy(u) =1+ 7/ et dt
u ! n! Jy
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11) En utilisant la question précédente en v = oy, ona: 0 =1+ — / e " dx
n! Ja,
Comme «,/n = v,, on effectue le changement de variable de classe € Vint=a;ndt= dz
1 0 n+1 0 0 le™
done n— [ (nt)"e "™ dt = —1 et ainsi —1 = / (te™)" dt dou | [ )" dt=——"
n! Tn n! Tn Tn n"t
n
12) Quand m — 400, on pose n = 2m + 1 et n — 400 et Stirling nous dit que : n! ~ v27mn (n)
e
0 n 2 2 30 . 0 2m+1
donc h(t)" dt ~ —y/ — et —/— — 0. D’on |la suite / h(t) dt converge vers 0
Tn n n Y2m-+1 meN
13) Pour t €] — 00,0], h(t) < 0 donc h(t)*" ™ < 0 et yams1 < p <0 (voir 9 et 7)
Ainsi les trois intégrales de la relation de Chasles sont négatives :
0 p 0
/ h(t)*™ Ll dt = h(t)?™ L dt + / h(t)*™ Tt dt
Y2m+1 Y2m+1 P
0 p
d’ou / h(t)*™ T dt < h(t)*™ 1 dt <0
Y2m-+1 Y2m-+1
p
Ainsi, par encadrement, |la suite ( h(t)QmJrl dt) converge vers 0| selon 12
T2m+1 meN
14) Comme h est strictement croissante sur | — oo, 1[, on a V¢ < p, h(t) < —1 et h(t)*" 1 < —1

p
donc pour m > 1, comme on a y;,+1 < p on a R(t)>™ L At < (p — Yame1) X (—1)

Y2m-+1
r 2m+1
donc 0 < p — Yoma1 < —/ h(t) dt
Y2m-+1
Alors, par encadrement : 9,41 — pselon 13 d’out agmi1/(2m+1) ~ p
m——+00 m——+o00

donc agmi1 e (2m +1)p Dot | agm+1 A 2mp

Exercice 2 (CAPES 2009, partie I)

A. Intégrales de Wallis cette partie est extrémement classique, donc a connaitre.

Pour tout entier naturel n, on pose W,, = / * cos™t dt.
0

1)

a) Soit n > 0. On effectue le changement de variable ¢t = g — U.
Donc cos(t) = cos(n/2 —u) = sin(u) et dt = — du.

™

s 0
Wy = /2 cos"tdt = / sin” u(—1) du = /2 sin” u du
0 3 0

n
Remarque : t est une variable muette, comme k dans Z Elle n’existe qu’entre / et dt.
k=0

Ainsi on peut réutiliser cette variable un peu plus loin : / sin” u du = / sin™ ¢ dt.
Jo Jo

Conclusion : | W,, = / * sin™t dt
0

b) W0:/21dt:g et le/zcostdt:[sint]gzl
0 0
Pour tout n € N, pour tout ¢ € [0,7/2], cos" t > 0. Donc par croissance de U'intégrale, W,, > 0.
Supposons que W,, = 0. Puisque ¢ — cos" ¢ est continue, alors cos™ ¢t = 0 pour tout ¢ € [0,7/2],
ce qui est absurde (par exemple cos0 = 1).

Ainsi, | W, > 0 pour tout n € N. ‘




DL

2)

c)

d)

b)

Soit n > 2. Effectuons une intégration par parties :

W, = /E cos"tdt = /7(cos t) x (cos™ 1 t) dt
0 0

™

= (n—1) [ (sin®t)(cos"2t)dt = (n — 1) /2 (1 — cos®t) cos" 2t dt
0 0

= (n—=1)W,_2—(n-1)W,

Ainsi, pour tout entier n > 2, ‘an =(n—1)Wp_a. ‘

Posons, pour tout n > 1, u, = nW,W,,_1. Alors, d’aprés la question précédente, pour tout n > 2,
Up = (an)anl = (n - 1)Wn72Wn71 = (TL - 1)Wn71Wn72 = Unp—1

s
La suite (uy), est donc géométrique de raison 1 et de premier terme u; = WyW; = 5

, . T
Par conséquent, | La suite u,, = nW,W,,_1 est constante de valeur 5

Pour tout t € [0, ;r} ,
0<cost <1

Donc pour tout n > 0, cos™t > 0 et

0<cos" Tt < cos™t

En intégrant cet encadrement, il vient W, 11 < W, c’est-a-dire ‘ (W,,) est décroissante.

Soit n > 2. D’apres 1)c), nW,, = (n — 1)W,,_a. Ainsi, puisque (W,,) est décroissante,

—1 —1
n anlgn

Whoo =W, < Wy

Puisque Wy > 0 d’apres 1)b), il reste a diviser par W,,_; et constater que I'inégalité est vraie en

n—1 W,
n=1:|Pour tout n > 1, —— < n
n

<1

n—1

U
Rappel : Pour des suites non nulles au voisinage de +00, uy, ~ v, <= lim — = 1.
Un,
2

= —nW,, et I'encadrement de la
n—1 7T

D’apres 1)d), nW,,W,,_1 = g pour tout n > 1. Donc

question 2)a) s’écrit :

n—1 2
— < ;nW,% <1
. 2 2 s T 2 m
Donc, par encadrement, lim —nW,; =1, c’est-a-dire W] ~ — et, comme W,, > 0,

n—+o0o T 2n

T

Wy o~y —.

" 2n

B. Formule de Stirling

1)

a)

Pour tout n € N*,

Un 1 (n+1)lentt  nny/n n"\/n ( n >"+§
Up, (n+1)"*th/n+1 nlen (n+1)"/n+1

n+2
Unp+1 n 2
Donec | 2*1 — e
Up, n+1
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2)

b)

d)

a)

u
Comme, pour tout n € N, n > 2, v, = In ( - ), d’apres 1)a)
Up—1

=t () ) = (o (- 3) 4

Finalement : |v,, = (n — %) In (1 — %) +1

o

Comme on ne précise pas la formule a obtenir, du moment que vous avez simplifié les factorielles et un
peu débroussaillé le reste, ¢ca va. Le but est de faciliter l’obtention du DL a la question suivante.

u?  ud

Comme le développement de In(1 —u) en 0 est In(1 —u) = —u — CREE) + o(u?), il vient :
1 1
Uy = (n—i)ln(l—ﬁ)—l—l
1 1 1 1 1
= (n=3) <_n_2n2_3n3 O(ns)) 1
1 1 1

Conclusion : | v, =

1 1
o2 T 0<ﬁ)

D’apres la question précédente, |vy,| ~

1 1

12 n?’

1

Or Z 3 est une série de Riemann convergente (v =2 > 1).

Ainsi, par équivalent, la série E vy, est absolument convergente donc convergente.

Conclusion : | La série E vy, est convergente

n n
La série ZU” est télescopique : Z v = Z (Inug —Inug_q1) =Inwu, —Inwuy = (Inwu,) — 1.
k=2 k=2

Or cette série converge, donc ‘ (Inuy,)y converge vers £ € R‘

In(un)

Par continuité de la fonction exponentielle, | la suite u,, = €

est K =ef > 0.

Comme K >0, lim wu, = K peut s’écrire u,, ~ K, c’est-a-dire
n—-+4o0o

converge donc aussi |, et sa limite

nle™
~Y
n"/n

La compatibilité des équivalent avec le produit nous donne

K

Up =

n
n!~ K <n> vn
e
Montrons que la propriété :
(2p)! m
o Way = —
Mo Wor = oy
est vraie pour tout p = 0.
. T o .
e Hy D’apres 1)b), Wy = 5= 200022 donc H(0) est vraie.
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. (2p)!
: W — T Al
* Hp = Hpr1 : Supposons M(p) vraie : Wop = 50 155 5 Alors
2p + 1 ’ p
Wopr) = Wopps = m 2 (d’apres 1)c))
241 (@2plT (2p+2)(2p+l) . (2 7
o2 (222 2+ 1) T (20122
_ e
(2P+1(p + 1)!)2
Donc H(p + 1) est vraie.
. _ @t
o Conclusion : |Vp >0 Wy, = (2°p)? 2
D’aprés 1)d) tout p > 0, W- ul : Ains
apres , pour tou = U, 5 st
p p p LT D (2p + 1) Wy,

T (2p+ 1)

b) D’apres B.1)e),
pl ~ KpPe P\ /p et (2p)! ~ K2p*Pe™?P\/2p

Donc d’apres B.2)a)

W — (2p)! K(2p)2pe’2p\/2pﬁ K 2% pP /2 o=2p " ™2 _ Vom [m
= 2 K \4p

7r
(2rp!)2 2 - (2?Kpre—P\/p)? 2 K? o prtl X e
V2m [m T
D’apres B.2)b), Wy, ~ ——,/—. De plus, d’apres A.2)b), Wy, ~ , [ —.
c) D’apres B.2)b), Wy, e 1/4}0 e plus, d’apres A.2)b), Wy, 1/4p
V2
Donc, par transitivité, oy 1, et ainsi | K = V27
4p K V4p

En conclusion,
n
n
nl~ |- 2mn
e

C’est ce qu’on appelle la formule de Stirling. Elle est a votre programme : le résultat est du cours.




