Fiche : Nombres complexes

I) Introduction
On introduit i tel que 7> = —1, puis
C={a+ib | (a,b) € R?}

Muni de + et x qui prolongent les opérations de R (mémes regles de calcul) C est un corps[| qui contient R.
Dans la suite, implicitement, a et b notent des nombres réels.

IT) Calculs

A) Conjugaison

Le conjugué de z = a + ib est Z = a — ib. En résumé, la conjugaison transforme ¢ en —i.

La conjugaison est | compatible avec toutes les opérations‘ (i.e. +, —, X, +) et continue :
Vz, 2 e C2, 242 =Z+7 et zxZ=zZxZ7
Et de méme pour — et + : comme 0 = 0 et 1 = 1, la conjugaison conserve I’'opposé et I'inverse.

B) Ecritures

Il y a 2 écriture de z € C. 1l faut savoir utiliser la bonne écriture selon le probléme.

1) 2z =a+ib, forme algébrique

1 z
A .b) € R2. Util t — ti Xet+: - =,
vec (a,b) ile pour / peu pratique pour X e Pl
z=a+1b
Si Alors z+2 =(a+d)+i(b+ b
Exercice 1 1) z=2+3i, 2/ =1 —1i, calculer 2 + 2.
, 1
2) Ecrire sous forme a + ib les complexes suivants : (2 + 3i)(1 — i), CET
i
2) z= re'?, forme trigonométrique Le cercle trigo est votre ami

Avec r € Ry et § € R. Utile pour | x, = et puissance‘ / peu pratique pour + et —.

z=re’ L Sgles d leul l
. = r (646 es regles de calcul sur les
Si r_ 000 Alors 2z’ =rr'e puissances s’appliquent.
S — e 1 pplig
Siz=re? et neN, Alors 2" = r"e™?
r est le module de z : r = |2| = Va? + b? =2z (c’est la norme euclidienne canonique de (a,b))

Conjugué : z = re”?

(on change i en —i).

Exercice 2 (Module)

. . 2(¢2—4 Si vous avez écrit z = (un réel positif) X e
Calculer |2 + 3i, ‘t2 —i|, |e® (t z)’ avec 7,1 € R. St vous avez (({/z‘ (u‘n réel po /,z(;/]‘) -
vous avez trouvé r et 0. cf z =1+ €', angle moitié.

i(un réel)

Exercice 3 1) Calculer ¢/™3 x ¢™/6 (ei“/3)7, i" selon n € N.
eim/4

2) Ecrire sous forme a + ib le complexe 2¢™/6 ¢ = cosf +isinf

3) Ecrire sous forme re? les complexes 1+, 1 +iv/3, 1+ €. Calculer le module. et z/

z| = cos@ + isinf.

1. Entre autre, tout nombre non nul a un inverse.



Fiche Nombres complexes

IIT) Racines n-iéme de 'unité

Propriété 1 (C algébriquement clos)
Tout polyndéme P € C[X] est scindé.

Soit n € N* fixé. On appelle racine n-iéme de I'unité ’ensemble
U,={z€C | 2" =1}
C’est-a-dire, ’ensemble des solutions, dans C, de 1’équation 2" = 1.

Propriété 2
Card (U,) =n et

U, = {62””/" | ke[0,n]

—

Le cercle trigo est toujours votre ami, encore plus qu’avant.
L’argument 0 = 2kx /n n’est pas forcément dans [0, 27| : par exemple, si on choisit 0 € [—m,w|[, alors on prend k € Z
tel que 2km/n € [—m, 7[. Pour ne pas avoir deux fois la méme racine, il faut imposer 6 dans un intervalle semi-ouvert

de longueur 2.

Démonstration.

Cardinal : Le polynéme P = X" — 1 est degré n et C algébriquement clos, donc P posseéde n racines sur C
— non nécessairement distinctes.

Les racines de P sont simples : P/ = nX""! n’a que 0 pour racine (n > 0), et P(0) = —1 # 0. Or une racine
A d’ordre au moins 2 vérifie P(\) = P'(\) = 0.

Ainsi, P posseéde n racines distinctes : Card U,, = n.

Résolution de I'équation : Soit z = re® avec 7 > 0 et 0 € [0, 27[. Face & une puissance, écriture z = re'’.

2€U, — re™=1=1x¢"

rt=1
<~
nf = 0[27]
rt=1
JdkeZ, nl=2kn

r=1

—
{Elkz €Z, 0=2kn/n

De plus, § = 2kn/n € [0, 27|, donc 0<0<2r < 0<2kr <2nmw
— 0<k<n
<~ ke [0,n]

En conclusion,

Un = {2/ | k€ [0,n[}

2ikw/n — k.

2im/n W

On note parfois w = e , et, dans ce cas, e

Un = {w* | ke [o,n[}

Exercice 4 1) Décrire Uy et Ug sous forme trigonométrique puis algébrique aprés avoir fait un dessin.

n—1
2) Déterminer Z wh = Z z, la valeur de la somme des racines n-iéme de 1'unité.
k=0 z€Uy,
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