Lycée St Joseph Lundi 11 mars 2019
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 9

Correction

Exercice 1 (d’apres CCP PSI 2016)

1 Casn=2
1.1 Puissances de A(«, f3)
1) Comme
1 l—a+a 1
Ao, B) <1> = (,8+1/8> - (1)
Conclusion

1
< 1) est un vecteur propre de A(«,beta) pour la valeur propre 1

2) Quitte a se placer sur si C, A(a, ) est trigonalisable, avec ses valeurs propres A\; = 1 et Ay sur la
diagonale. La trace étant invariante par changement de base,

Tr A(e,B) =14+ =1—-a+1-p

Ainsi,

‘L’autre valeur propre de A(a, ) est )\‘

3) Comme (o, 3) # (0,0) et « >0, 5 > 0 il vient A # 1.
La matrice A(a, 3) est donc de taille 2 avec deux valeurs propres distinctes, 1 et A # 1. Par conséquent,

’ A(a, B) est diagonalisable

Diagonalisation : Les valeurs propres sont de multiplicité 1 donc dim F; = dim E) = 1.

e Comme G) € FEq,
FE; = Vect G)

e Déterminons F) = Ker (A2 — A(a, ).

)(:(Z“)eEA = (:g :Z)xzo

— fr+ay=0

Par exemple X = <_O[6> est une solution, X # 0 car («, 8) # (0,0). Comme, la aussi, dim E) = 1,

FE) = Vect (j;)
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En conclusion,

_ -1 (1 0 (1 «
A(a,B) = PDP avec D_<0 A) et P_<1 )

4) Montrons par récurrence que
H,: AP =PDPP!

est vraie pour tout p € N.
o M : cest immédiat pour p = 0 car A° = Iy.
o H, = Hp4+1 : Supposons le résultat vrai au rang p > 0. On a alors
AP = APA = ppPPPDPT! = ppPtipTt
Donc Hpy1 est vraie.

e Conclusion : |Vp >0 A(a, B)P = PDPP!

1
Par un pivot de Gauss, P! = B
a+p\1 -1

L (1 a1 0)\(8 a
T a+p\1 =p)lo ) 1 -1
1 1 aX b «

T a+p8\1 s \1 -1

1 B4+ aXN  a(l—NP)
a+ B \B(L=X) a+ BN

). On a ainsi

Ainsi,

AP — 1 B+ aXN  a(l—NP)
T At B\BA-N) atBAP

5) Si(a,B) # (1,1) alors 0 < a+ < 2 et donc —1 < A < 1. Ainsi A’ — 0 quand p — +o0.
En prenant la limite coefficient par coefficient dans la matrice A” obtenue & la question 4,

lim AP = ! (g a) = L(o, B)

p—r—+o0 a+p o

10
A(1,1)? = Ip. Ainsi A(1,1)% = I et A(1,1)*™! = A(1,1). On a deux extraites qui convergent vers
des limites différentes.

1
Siaw = =1alors A = —1 et les suites coordonnées ne convergent pas. On a A(1,1) = <0 > et

1.2 Applications
6) Le systéeme complet d’événements ((X,, = 0),(X,, = 1)) donne
(Xns1 =) = [(Xop1 =) N1 (X0 = 0)] U [(Xup1 = 1) N (X = 1)]
La formule des probabilités totales s’écrit donc
P(Xnt1 =1) = Px,—0(Xnt1 = 1)P(Xp = 0) + Px,=1(Xn41 = §)P(Xy, = 1)

Or, Px,—o(Xnt1 = 1) = a (passage de 0 a 1) et Px,—1(Xp+1 = 0) = 8 (passage de 1 a 0) puis
Px,—0(Xn+1 =0) =1 — « (pas d’erreur sur 0) et Px, —1(X,,41 = 1) = 1 — 3 (pas d’erreur sur 1). Ceci
se traduit matriciellement par

(P(Xnﬂ = 0)) _ (1 —a B ) (P(Xn = 0)) _ Al B)T <P(Xn - o>>
P(Xp41 =1) o 1-8)\P(X,=1) ’ P(X, = 1)
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7)

8)

On en déduit par récurrence que

P(X, =0)\ _ m1 [P(Xo =0)
<P(Xn = 1)) = (Afa )" (IP(XO 1))
ce qui donne
P(X, = 0) ﬁ;fg P(Xo = 0) 5(01;2 >IP>(Xo =1)
P(X, = 1) = WIP’(XO —0)+ 22 gnmxo —1)

La formule des probabilités totales pour le systéme complet d’événements ((Xo = 0), (Xo = 1)) s’écrit

Vi e {0, 1} P(Xn = Z) - IP)X():O(Xvn = Z‘)IP)(*XO = 0) + PX():l (Xn = Z.)HD()(O = 1)

, P(Xo=0)\ (1 0\ ., .
Par conséquent, pour (]P’ (Xo = 1)> = <O> et <1>, il vient

)\n
V>0  Pyx,_o(X, =0)= % et Py,_1(X,=1) =

a+ BA"
a+f

La probabilité que X,, soit conforme a X est alors

]P)(Xn =0NXy= 0) + ]P)(Xn =1NXy= 1) = PXO:O(Xn = O)P(X() = O) +PX0:1(Xn = 1)P(X0 = 1)
B+ a\” a+ BA"

= WP(XO =0)+ 5 P(Xo=1)
p _ _
o (5) P =0 +¢ (55 ) PO = 1)

ot p(z) =2+ (1 —2)\". ¢'(x) =1 - A" > 0 (car |A\] < 1) et » est donc croissante. Elle est supérieure
a son minimum ¢(r) et on a donc

P(X,=0NXo=0)+P(X,, =1NXo=1) > ¢(r)(P(Xo = 0) + P(Xo = 1)) = (r)

c’est a dire

P(X, =0NXg=0)+P(X, =1NXg=1)>r+(1-7)(1—a-p)"]

Les erreurs sur les bits se produisant de maniere indépendante, la probabilité de conformité de X,, a
Xy est le produit de celle de chaque X* & X% qui est plus grande que 7 + (1 — r)(1 — o — 8)™. Les
quantités étant positives, on peut multiplier les inégalités et la probabilité de conformité @,, vérifie

Q> (r+(1=r)(1—a-p)"
Dans le cas o = 8, on a r = 1/2. Si l'on reprend la question 6, on voit que 'on a une égalité dans les

inégalités. Ainsi
1+ (1—2a)"\"
Qn = 5

On se donne ¢ €]0, 1] (plus contraignant que dans I’énoncé mais moralement, on veut des € petits) et
on cherche n tel que @, <1 — ¢ c’est a dire

— n E
<1+(12 20/) ) 1.

Il suffit donc que (1 —e > 0 et on peut élever a la puissance 1/¢)

(1-2a)"<2(1—¢g)t —1
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L’élévation & la puissance n-iéme n’est a priori croissante que sur R*. On remarque donc qu’il suffit
que
1
I1—2a* <2(1—¢g)7 —1
c’est & dire, en supposant o # 1/2 et € assez petit pour que le membre de droite soit > 0 (méme
remarque)
nin(|]1 — 2a]) < In(2(1 —e)? — 1)
Quand « €]0,1[\{1/2}, In(|]1 — 2a|) < 0 et il suffit que

In(2(1 —e)7 —1)
In(|1 — 2«|)

n =

Pour @ = 1/2, la condition est vraie pour tout n pourvu que € soit assez petit.
Pour a = 1, la condition est vraie pour tout n pourvu que € soit assez petit.

2 Spectre des matrices stochastiques

2.1
9)

10)

11)

12)

Coefficients

Matrices stochastiques : La définition s’écrit

a1 +a;a =1
Vi,jai; >0 et e
az1 +axn =1

Ainsi, a11 =1 — a2 < 1 car a2 > 0, et de méme pour les autres coefficients. Conclusion

]vz',j ogaijgl\

Matrices strictement stochastiques : De méme, a1; = 1 — aq2, mais aj2 > 0, donc aq1 < 1. Ainsi,

Vij 0<ay<1]|

Si A est stochastique, les coefficients d’une ligne sont positifs et de somme 1. Ils sont donc tous plus
petits que 1 et finalement tous dans [0, 1].

Si A est strictement stochastique, elle est stochastique & coefficients non nuls et ses coefficients sont
donc tous dans ]0, 1]. Si, par I'absurde, on avait a; ; = 1, comme il y a au moins deux coefficients sur la
ligne i et qu’ils sont > 0, la somme sur la ligne ¢ serait > 1 ce qui est contradictoire avec le caractere

stochastique. Ainsi, les coefficients sont tous dans |0, 1].
n

Soit. A une matrice & coefficients positifs. Elle est donc stochastique ssi Z a;; = 1 pour tout 7. Or,
i=1

n n
Vi, (Ae); = Zamej = Zam
j=1 j=1

et la condition devient Ae = e c’est a dire que e est propre pour A associé & 1.
Vous pouvez faire un sens, puis l'autre, par double implication : c’est vivement conseillé et plus prudent.

Soient A, B deux matrices de taille n et C = AB. On a

n
Vi, j, cij =Y airbr;
k=1
Si A et B sont a coeflicients positifs, il en est de méme pour C.
Si A et B sont a coeflicients strictement positifs, il en est de méme pour C'.

Enfin, d’apres la question 11, Ae = e et Be = e. Donc Ce = ABe = Ae = e. Toujours d’aprés la
question 11, C' est donc stochastique. Il en est de méme pour strictement stochastique.

On a donc prouvé que les caracteres stochastique et strictement stochastique sont conservés par pro-
duit.
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2.2
13)

14)

2.3
15)

16)

2.4
17)

Valeurs propres
Soit A une matrice stochastique et x € C". Pour tout ¢ on a
n

n
((Az)i| = > aijm;| <D aij

Jj=1 J=1

zj| < oo Z aij = [|#floo

et on en déduit (en passant a la borne supérieure) que
[Az[loo < lllloo
Comme AP est aussi stochastique (question 12) on a aussi
VpeN, [[APz]lco < [|2floo

Soit A une valeur propre complexe de A et x un vecteur propre associé. On a Az = Az et, avec la
question précédente

(Alzllee = [[Az]loo = [Az[loo < [[#]loo

Comme ||z||oc > 0 (z est vecteur propre et donc non nul) on en déduit que |A| < 1. Ceci étant vrai
pour toute valeur propre, p(A) < 1. De plus, 1 est une valeur propre de A (car A est stochastique) et
cette inégalié est une égalité (on a un maximum) :

p(A) =1

Diagonale strictement dominante

Soit A une valeur propre de A et x un vecteur propre associé. Soit i € {1,...,n} tel que |x;| soit
maximal (un nombre fini non nul de réels admet un maximum). On a alors |z;| > 0 (car z, vecteur
propre, est non nul) et comme (Azx); = Az;, on a

(A —ai;)r; = E :awx]

J#i

Par inégalité triangulaire (les ay, ; sont positifs), on en déduit que

X —ail - ol <7 aigleg) <zl ) aig
i i

Comme |z;| > 0 on peut conclure que
— ai| < Z @i,j

JF

Si, par 'absurde, A n’était pas inversible, on aurait (avec la question précédente)
ai; = laii < ai

J#i
ce qui contredit le caractere strictement dominant de la diagonale. Ainsi, toute matrice a diagonale
strictement dominante est inversible.

Valeur propre de module maximal

Posons B = A; — I,,_;. Pour tout i € {1,...,n— 1}, on a

bigl = laii —U=1-aii= D a;= D bij+tain< D> by
i J#i J#i
1<j<n 1<j<n—1 1<j<n—1
B est donc a diagonale dominante. On en déduit que B est inversible. Ses n — 1 lignes sont donc
indépendantes et c’est a fortiori vrai de celle de A — I,,. On a donc

rg(n) >n—1
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18)

19)

Ker (A — I,,) est ainsi (théoréme du rang) au plus de dimension 1. Comme il est non réduit a {0} (1
est valeur propre d’une matrice stochastique) c’est que

dim(Ker (A—1,)) =1
Soit A une valeur propre de A. Avec la question 15 et I'inégalité triangulaire, on a (pour une bonne

valeur de 17)
Al = ai; = [A] = |ai;

<A —ai4] < Zai,j

J#i
Si |A|] = 1, cette inégalité est une égalité. On doit donc avoir égalité dans toutes les étapes et en
particulier |A — a;;| + a;; = || et donc (cas d’égalité dans 'inégalité triangulaire) A — a;; et a;; ont
meéme argument. Comme a;; est un réel > 0, ceci impose que A\ — a;; soit un réel > 0 et donc que A
soit un réel > 0. Comme |A| = 1, ceci donne A = 1. 1 est donc 'unique valeur propre de module 1 et

VA € Sp(A)\ {1}, |\ <1

3 Probabilité invariante

3.1
20)

21)

3.2
22)
23)

Une suite de variables aléatoires

Par formule des probabilités totales avec le systéme complet ((Xo =17))1<i<4, On a

4

P(Xy=7) =Y Pxy—i(X1 = j)P(Xo = j)
i=1

Px,=i(X1 =7) vaut 1/10 si i = j et 3/10 sinon. On a donc

1 3 3 3

113 1 3 3

P, =QF, avec Q:E 3 3 1 3
3 3 31

Une récurrence donne alors

vneN, P, =Q"P,

Si II convient, c’est un vecteur propre pour @) associé a la valeur propre 1. Comme @ est strictement
stochastique, la partie précédente montre que le sous-espace propre est de dimension 1 et méme
engendré par (1,1,1,1). La condition sur la somme des coordonnées de II impose

1
1 i , 1
H:Z 1| e Vz,pizz
1

Réciproquement, ce vecteur convient.

Rapidité de convergence
@ est symétrique réelle donc diagonalisable (et par le biais d’une matrice orthogonale).

2
On sait déja que 1 est valeur propre de sous espace propre associé Vec(II). De plus @ + EI4 est

clairement de rang 1 et —2/10 est donc valeur propre de sous-espace propre associé de dimension 3
(théoreme du rang). La somme des dimensions des sous-espaces propres valant 4 (Q est diagonalisable),
il n’y a pas d’autre valeur propre. De plus, () étant symétrique réelle, les sous-espaces propres sont
supplémentaires orthogonaux. Ainsi

Sp(Q) = {1,-2/10}

1 1 1
E1(Q) = Veet(IT), E_o10(@) = Veet(m* = Veet [ | H [ || 0
0 0 —1



DST

24)

II
Notons P la matrice dont la premiere colonne est m = 21II et les suivantes une base orthonormée de

Vect(H)L. P est alors une matrice orthogonale qui diagonalise () et
P1QP = diag(1, -2/10,-2/10, —2/10)

On en déduit que
Q" = Pdiag(1, (-2/10)", (=2/10)", (-2/10)") P—1
Quand p — +oo0, diag(1,(—2/10)?, (—2/10)?, (—2/10)P) — diag(1,0,0,0) et M — PMP~! est conti-

nue (linéaire en dimension finie par exemple). Ainsi,

lim QP = Pdiag(1,0,0,0)P~' =R

p——+00

La premieére colonne de P est 2II et on a donc

91 0 0 0
Pdiag(1,0,0,0) = ?;2 8 8 8
%s 0 0 0

En multipliant par P~! = PT| seule la premiére ligne de P~* sert et elle vaut (2p1, 2p2, 2p3, 2ps). On
en déduit que

p% p1§2 Pip3  Pi1p4 1 111
1
R—=4 p2p1 Do p2]é’>3 P2p4 | _ anm? = - 1 1 11
P3p1 P3p2  P3  P3P4 411 1 1 1
P4apP1  P4apP2  P4P3 pﬁ 1 1 11

Pour la suite, I’énoncé ne précise aucune norme sur M, (R) et il est difficile de savoir & quoi correspond
II.||. Bien stir, on est en dimension finie et toutes les normes sont “équivalentes" (vocabulaire hors
programme en PSI) ce qui rend le choix indifférent. On a

Q" — R = Pdiag(0, (—2/10)7, (=2/10), (—2/10)")P—1 = (-f())p Pdiag(0,1,1,1)P—1

On en déduit que

P 2\? di 2\P
7 - B = (5 IPdiag(0.1.1,1P-1] =0 (5

puisque || Pdiag(0,1,1,1)P—1| est indépendant de p.
Comme on sait que

VYneN, P, =Q"P

et comme M — M P, est continue, on en déduit que

lim P, = RP, =4I’ P,

n—-+o0o

1 1
Tp _ -
Or, I PO_ZE ]P’(Xo—z)—zet donc

=1

lim P, =1I

n—-+o0o

Quand n tend vers +oo on a autant de chance de se retrouver sur chaque point et cela quelle que soit
la position initiale.
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4 Puissances d’une matrice stochastique

25) Soit j € {1,...,n};
VEk € [|1,n]], akp;rl) Za 1a(p) Z — MW®)

En passsant au maximum sur k, on en déduit que

(p+1) (p)
Mj < Mj

De méme

m

VEk € [|1,n]], akp;rl Zakza(p) Za;”m p)

En passsant au maximum sur k, on en déduit que

m§p+1) 2 m‘gp)

mg-p +1) <M ;p 1 st immédiat (minimum plus petit que maximum). Comme M et toutes ses puissances

sont trictement stochastqiues, tous les coefficients sont > 0 et mgp )

> 0. Finalement
O < m‘gp) < m§p+1) g M(p'i‘l) g M(p)

26) On note k un indice tel que al’™ = P On a alors

k.j J
) = <
= Yaal) - Y m?
i=1 i=1
= Z Qi (a@(,]) - mﬁp))
=1 >m >0
> mZ(az(',I;‘) _ m(P))
=1

Dans la derniere somme, tous les termes sont > 0 et I'un vaut M J(p ) mg-p ) et donc

1
m§p+ ) —mg-p) > m(M](p) —mgp))
De méme, On note £ un indice tel que a(p;rl) Mj(pﬂ). On a alors

(p) (p+1)  _ (» _ (p+1)
M;™ — M; = M —a;

= > ae,z‘M]{p) -3 ae,z'ag})
i=1 i=1
Y o (P — o)
i=1 "~ ———

2m >0
> m3 067 - a})
=1

Dans la derniere somme, tous les termes sont > 0 et I'un vaut M J(p ) mg-p ) et donc

() (p+1) (p) (p)
M — M; 2m(Mj —mj )
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27)

28)

29)

On a tout d’abord
Wian m(p+1) — MD)W
+ M(p) _ m(p)

+ m(p)—m

Le premier terme est majoré avec la seconde inégalité de la question précédente. Le troisiéme est
majoré grace a la premiere inégalité. On obtient

(p+1) (p+1) (p) (p)
M; —m; <(1—2m)(Mj —m; )

La question 25 montre que (mgp ))pEN est croissante alors que (M ](p ))pGN décroit. La question précédente

donne par récurrence

(») () (0) (0)
0< M7 —m;” < (1—=2m)P(M;” —m;")

Comme n > 2, il y a au moins deux coefficients par ligne. Ils sont > 0 et leur somme vaut 1. Il ne
peuvent donc étre tous deux < 1/2 et 'un est > 1/2. Ainsi, m > 1/2. Le seul cas d’égalité est celui ou
n = 2 et ol tous les coefficients valent 1/2.

-Sin=2etm=1/2alors A = A(1/2,1/2). La partie I montre que (A”) est constante et les
(»)

suites (m;

; )peN €t (M](p))peN le sont aussi (égales a 1/2). Elles sont donc adjacentes.

- Sinon m < 1/2 et (1 —2m)? — 0. On a donc Mj(p) - mg.p) — 0. Les suites sont encore adjacentes.

En notant [/; la limite commune & (M;p))peN et (mgp))peN, comme mgp) < ag;)» < M;p) pour tout k, tous
les coefficients de la colonne k dans la suite (A”) tendent vers [;. (A”) converge donc vers la matrice L
dont toutes les lignes valent (ly,...,1,). Comme AP est stochastique pour tout p, L 1’est aussi (passage

a la limite dans une suite constante égale a 1).

FIN DE L’EPREUVE
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