Lycée St Joseph Lundi 12 mars 2018
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 9

Correction

Exercice 1 (G2E 2017)

Partie 1 (Premier exemple dans R?)
1) Equation caractéristique :

2 1
2
¥ —-z+-=0
3 9
Comme A =0, il y a une racine double r = 3 Ainsi les fonctions solutions de ’équation différentielle
sont les
t
t— (Cit + Cy)es
Cours de PCSI, sert souvent en physique : une question « bateau ».

2) a) La fonction ¢ est de classe € sur R comme somme et produit de fonctions €.

Montrons par récurrence que la propriété :
H,: VteR, go(”)(t) = (ant + bn)eé avec an,b, € R

est vraie pour tout n > 0.
e H : est vraie par définition de ¢ : ag = a et by = b.

e H, = Hyi1 : Supposons H,, vraie.

e+

VieR, ©™(t) = (ant +by)e

En dérivant,

t
= (aps1t + bpy1)es

Gn41 = an/g

, Hn+1 est vraie.
bps1 =an +by/3" "

Donc, avec {

e Conclusion : |Vn > 0 vVt € R, e (t) = (ant + bn)e§

On teste pour n petit, on écrit proprement la récurrence. Il n’y a pas besoin d’avoir d’idée : juste de la

méthode.

b) Deux fagon : on remarque que <p(”) est solution de ’équation différentielle, on injecte dedans, on
divise par et/? # 0, puis on utilise « un polyndéme est nul si et seulement si ses coefficients sont
nuls », ce qui nous donne les égalités voulues.

Ou bien on utilise les relations ci-dessus : D’apres a),

an4+1 = an/3

Vn € N,
bn+1 = an + bn/?)

1
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Ainsi, pour tout n € N,

2 1o _ay 2 1.
an4-2 3an+1 9an ) gan 9an =
et
2 1 1 2 1 1
bpyo — ganrl + §bn = Qpy1 + gbn+l - g(an + gbn) + §bn

1 2 2

=0

Idée : pour montrer A = B, on montre A — B =0, et pour obtenir 0, on passe tout au rang n.

Ainsi, (ay,) et (b,) satisfont & la méme relation de récurrence :

2 1 2 1
Vn €N, ap+2 = gan—&—l - §ana bpi2 = gbn-l—l - §bn

c) Suites récurrentes linaires d’ordre 2. L’équation caractéristique est la méme que pour I’équation

1
différentielle, et a pour racine r = 3 Donc les solutions sont de la forme

((C’1+an)31n>n
Oragpy=Ci=aeta; = a+3C2 :g, donc
Vn € N, an:%
De méme, by =Cy =bet by = b+ Ch = 3a—|—b, donc

3 3

1
Vn €N, bn, = (3na + b)37,

Cours de PCSI, revu en PC, ressemble aux équations différentielles : une autre question « bateau ».

Up1 = Gp4-1 1
3) a) Soit neN. 1 ) Donc X141 = §AXn avec

On+2 = —=0p  +50n41
0 9

C’est une question de cours : passer de l’ordre p scalaire a 'ordre 1 vectoriel, avec la matrice compagnon.

b) xs(z) = det(zly — A) = (z — 3)% Donc

[Sp(7) = (3} C -]

c) f(—=2,1) = =18 + 8 < 0 donc Iz € R?, (f(x),z) < 0. Ainsi,

‘f ne vérifie pas (P) ‘
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Partie 2 (Une projection orthogonale dans R?)
1) a) Résolution de systéme 3 x 3 : a savoir faire, impérativement.

T {x+y—z:0
X=|y|€Kerf < AX =0 y+2=0
¥ T=—-y+z2=2z
r+y—z=0 Ly «+—1/214 {y:—z
= 20 +5y+2=0 " 95
—2x+y+5z2=0 = X=|yl|=]|-=
r+y—2=0 z z
= 3y+32=0 Lo +— Ly —214 2
3y +32=0 L3 ¢— L3+ 2L, = X € Vect —11
Conclusion :
2
Ker f = Vect | —1
1

Soit z € R3. f(z) —x € Ker f <= f(f(z)—x)=0. Or

L (12 12 12
A% = % 12 30 6 |=4
~-12 6 30

Donc f2(z) = f(x), ce qui entraine f(f(z) — z) = f*(x) — f(z) = 0. Par conséquent,

Vz € R3, f(z) —z € Ker f

De plus, f est un projecteur.

b) D’apres 1)a), dim Ker f = 1. Donc d’apres le théoréeme du rang,
dimIm f = dimR? — dim Ker f =2

Or Im f est engendrée par les vecteurs colonnes de A. Il suffit donc d’en prendre deux non
colinéaires, par exemple

2 2
Im f=Vect(| 2 |,]|5])
-2 1

c) D’aprés 1)a), f2 = f donc f est une projection sur Im f parallélement & Ker f. De plus,

2 2 2 2
(-1, 2 h=4-2-2=0 e (|-1]|,|[5])=4-5+1=0
1 —2 1 1

Donc Ker f 1 Im f :

‘ f est la projection orthogonale sur Im f ‘

2) f est un projecteur (attention, aucune autre hypothése n'est nécessaire) donc

R? = Ker f@®Im f
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3) Soit =1 + x3 € Ker f @ Im f =R3. Alors

(x1 + 2, f(x1 + 22)) = (21 + T2, T2) Car x1 € Ker f et 75 € Im f.
= (r1, z2) + (x2,72) Par bilinéarité du produit scalaire.
=0+ ||lz2]|* >0 Car x1 L o
Conclusion :

‘ f vérifie la propriété (P) ‘

Partie 3 (Deux exemples dans R")
1) a) f* a déja été dans l'année. Technique habituelle : départ, arrivée, traduire les deuz, réfléchir aprés.

On note X le vecteur colonne associé au vecteur z € R>.

Vo e R" (z, f(x)) ="'X(AX)

='"XAX)
=1AX)X
= (z, [*(2))
Conclusion :
Yz eR" (3, f(@)) = (z, " (2))]
b)
f vérifie (P) = Vz € R" (z, f(x)) >0
= Ve eR" (z,f"(z)) >0 D’apres a) :(x, f(x)) = (z, f*(z))
= Ve eR" (2, f(x)) + (z, f(2)) = (z,(f + [*)(x)) = 0

= (f + f*) vérifie (P)
(f+ f7) vérifie (P) =V € R" (z,(f+ f")(x)) >0
Or (z, (f + f)(2)) = (. f(z)) + (z, [*(z)) = 2(z, f(x)) dapres a)
= VzeR" 2(z, f(x)) >0
= f vérifie (P)
Conclusion :

‘ f vérifie (P) si et seulement si f + f* vérifie (P) ‘

c) (A+'A) = A+"A donc A +"'A est symétrique réelle. D’aprés le théoréme spectral, A + A est
diagonalisable dans une base orthonormée. C’est-a-dire

1l existe Q € O,(R) et D € .#,(R) diagonale telles que : A+ A =QDQ™*

d) D’apres b), f vérifie (P) si et seulement si f + f* vérifie (P).
De plus, f + f* est symétrique réelle, donc Sp (f + f*) C R.
A1 0
Soit z € R™ de vecteur colonne X. Soit Q et D = , définies au c).
0 An
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2)

b)

d)

9
)
Notons X' = Q71X =1QX =
T
(@, (f + ") (2)) =" X(Q@D'Q)X D’apres c)
='X'DX’ Par définition de X’(changement de base)

= 2
/
i=1

Si Sp (f + f*) C R4, alors pour tout 4 € [1,n], \; > 0, donc la somme précédente est positive :
[+ [* vérifie (P).

Si Sp(f + f*) ¢ Ry, alors il existe ig tel que \;, < 0. En choisissant X = QX' tel que 2} = 0
pour ¢ # ig, et xgo = 1, la somme précédente s’écrit

(@, (f + /7)(@)) = iy <0

Donc f + f* ne vérifie pas (P).

En conclusion,

‘ f vérifie (P) si et seulement si Sp (f + f*) C Ry ‘

A=B+'B, donc f = g+ g*. Ainsi, d’aprés 1)a),

‘ f vérifie (P) si et seulement si g vérifie (P) ‘

Supposons g diagonalisable. x,(z) = (z — 1)" (matrice triangulaire) donc il existe P € GL,(R)
telle que

1
B=pP| .. |Pl'=PLP'=PP =],
1
Or B # I,,. C’est donc absurde :
g n’est pas diagonalisable
1 .1
A-1I,=|: . |. Toutes les colonnes sont identiques donc colinéaires, et non nulles. Ainsi,
1 ... 1

rg(A—1)=1]

Ainsi, d’apres le théoréme du rang, dim Ker (A — I,,) =n — 1.

Comme F; = Ker (A — I,) est le sous-espace propre associé a la valeur propre A =1de A, A =1
est de multiplicité au moins n — 1.

Comme A a au plus n valeurs propres (comptées avec multiplicité), en notant u € C la derniére
valeur propre (qui peut étre égale a 1 elle aussi), il vient

TrA=n—-1DA+p=n—1+p=2n

Donc ¢ = n + 1. Finalement,

‘Les valeurs propres de A sont 1 et n+ 1 ‘

Comme Sp (¢9+¢*) = {1,n+ 1} C Ry, d’apres 1)d) g vérifie (P). Or g vérifie (P) si et seulement
si g + ¢* vérifie (P) d’apres 1)b). Ainsi,
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‘ f vérifie la propriété (P) ‘

3) Si X — Z(\), E(X)=Xet V(X) = E(X? — E(X)? =\ Donc E(X?) = X+ )\
a) Soit (i,7) € [1,n]>.
e Sii#j, X;et X; sont indépendantes donc F(X;X;) = E(X;)E(X;) = 1.
e Sii=j, E(X})=1+1=2.
Ainsi | A = (E(X;X))i
b) Soit z = (z1,...,zn) € R". Siy = (y1,...,yn) = f(x), alors

Vi € [[I,TL]] Y = Zaijmj

j=1
n
= ZE(Xin)xj D’apres a).
j=1
=F Z XX,z Par linéarité de ’espérance.
j=1
n n n
Dou (z, f(z)) = (z,y) = Zazzyl =F le Z X;Xjz; | toujours par linéarité de I’espérance.
i=1 =1 j=1

Comme X; ne dépend pas de j, on peut la sortir de la somme :

(z, f(z (Z Ti i[ngxj})

=1
n n
=F {Zij]} inXi Car la somme sur j ne dépend pas de i.
j=1 i=1
Conclusion,
Ve = (x1,...,2,) € R, (x, f(x ((sz Z) >
n 2
c) Soit x = (z1,...,x,) € R". Comme (leXl> > 0, par croissance de ’espérance,

i=1

(z, f(x ((sz 1) ) >

Ainsi, | f vérifie (P)

Exercice 2 (CCP PC 2006)

1) Pour z € D, on a uy,(x) qui existe (car x # —n) pour tout entier n € N*. Puis, pour un tel z fixé, on
a:
1

1
oVn}l, 7220
n

1
3 Z — converge (Série de Riemann, avec 2 > 1)

n>1

Donc, par critere d’équivalence de séries & termes positifs, E un(x) converge. En conclusion,
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2)

La série de fonctions E Uy converge simplement sur D

a) r— (n+ :E)2 est une fonction polynomiale, donc de classe €*° sur R, et ne s’annule qu’en —n,
donc son inverse, u, est de classe € sur R\ {—n}.

Montrons par récurrence que la propriété :

(=DPp+1)!

Hp: VreR\{-n}, ul)(zx)= (n + z)P+2

est vraie pour tout p > 0.
e H, : est vraie par définition de uy,.

[é

. S . L L . 1
o H, = Hpt1 : Supposons H,, vraie : (les fractions. ¢’est pénible : écrire u=“ plutot que —)
- (l(

(=DP(p+1)!

Vx € R\ {—n}, uq(lp)(:c) = (n+ z)p+2

= (1) (p+ D0+ 2)"0H
En dérivant, il vient,

Vo e R\ {-n}, uf(@)=(uP) (@)

= (=1 + D= (p+2)(n+2)" "]
(~1P* (o +2)!
 (n+ax)pt3

Donc Hp41 est vraie.

(1P(p+ 1)

e Conclusion : |Vp >0 Ve € R\ {—n}, U(p)(l’): (n + z)p+2
n+ax

n

b) Soit p = 1. Pour ceuz qui sont a laise avec les majorations, on peut aussi encadrer uf{’)(.z') sur [a, b] sans
calculs de dérivée, et conclure.
Calculons [|[uP || sur [a,b] : Soit n € N* fixé.

e Cas p = 2k.

Pour tout z € [a, b], T a b
(2k)y/ — _M (2k+1) B
(W29 () = gy )
uf?¥(a) > 0
car n + x > 0. De plus, ugk) ~_
s o (2k+1)! ut?(b) > 0
Par conséquent Hugk) loo = ’ng)(a”
e Casp=2k+1.
Pour tout z € [a, b], x a b
(U7(12k+1))/($) _ U£L2k+2) (l‘) >0 u7(12k+2) ($) +
car n 4+ x > 0. De plus, u®) (b) < 0
(2k+1)
u(2k+1)($) _ _M < n 2k -
" ~ (n+x)kt3 u?P(a) <0

Par conséquent Hung)Hoo = !uﬁfk)(a)\
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En conclusion,
(p+1)! (p+1)!

P llee = [0l (@)] = ¢ 2 ~

p+1)!
Or E +2) converge (Série de Riemann, avec aw = p+ 2 > 1). Donc par critére d’équivalence
np
n=>1

de séries a termes positifs, E ||unp |loo converge. Par conséquent,

La SéI‘iE U(p) converge normalement dOIlC uniformément sur |a b
n ) ) )
n>1

¢) On applique le théoréme de dérivation terme a terme des séries de fonctions sur [a,b] C]—1, 400 :
e u, est de classe €°° sur [a,b];

e La série E uy, converge simplement sur [a, b] ;
n>1

e Pour tout p > 1, la série Z U,! ) converge normalement sur [a, b] ;

n=1
Donc
+00 too
—1)P 1)!
U= Zunest%oosur[a b) et Vp > 1, Va € [a,b], UP) (z) = Z%
n=1 n=1 (n _|_x)p
Ce résultat étant vrai pour tout [a,b] C] — 1,+oc], il est vraisur | ) [a,b] =] — 1,+o0].
—1<a<b
3) a) Toujours écrire les sommes avec des pointillés au brouillon.
Ve € D U(x) =Un(x) + Ry(x) = Un(x) + Z ug ()
k=N-+1
-y
L N+1 (k + x)
+o0 1
—U -
N(x)+; i+ N +a)2
Conclusion :

VeeD  Uw)=Un(x)+U(N + )|

b) U est ¢ sur | — 1,0[ d’apres 2)c), donc z +— U(N +z) est €°° sur | — N — 1, —N]|
Puis, Uy est €°° sur | — N — 1, — N[ comme somme finie de fonctions € sur 2.

Par conséquent, toujours par addition,

‘Uest%”oo sur ] — N —1,—N]| ‘

Cela étant vrai pour tout N € N*, U est de classe € sur U ]=N-—1,—N[etsur]—1,+00]
NeN*
d’apres 2)c), donc

Uest € sur D=]—1,+o0lU | J]-N—1,-N|
NeN*

s . : ) X (=Dk(k+1)!
c) D’apres la question 2c¢, on sait que pour k > 1 et 2 > —1, UV (z) = Z W
n+x

La formule reste valable pour k = 0 (car v =y ). Donc pour p > 2, si on remplace k par p — 2,
on a

n=1

= ‘2(19—1)!_ =
Z (n+x)P N z:: (n+x)P

=1

3
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Donc
1 (—=1)P -
_ — (»—2)
Ve > —1 nE 1 0 W ( 1)!0 ()

Soit N € N*. Pour « €] — N — 1, —N| on réutilise le résultat de la question 3a que 'on dérive
p — 2 fois (c’est une égalité entre fonctions de classe 4>, donc on peut le faire) : UP~?) (z) =

U](\f_Z) () +UP2(N +2). Comme N +2z > —1, on peut utiliser la formule précédente pour avoir

+oo =
=D (N 4+ ) = (—1)°(p N e (DD
UP=(N +z) = (=1)"(p 1)!;::1(n+N+x)p k:”_+N( S 1)!k:N+1 (k+x)P

N N N
_ _ 1
Puis, Un(z) = > ug (@), donc UL P (z) = 3" ufP (@) = 3 (1) (p - 1)!m.
k=1 k=1 k=1
“+oo
2 (P=2) () = (—1)P(p — —  Soi
Par conséquent, on retrouve U (x) = (=1)P(p 1)!7;::1 e soit
+o00
L Gt D A T T
Ve € D le::l(n+:p)p_(p—1)!U (z)

4) Posons x = —N + h. Ecrivons U(z) = Un(z) + U(N + z) (résultat de la question 3a). Ainsi,

U(-N+h)=Un(—N+h)+U(h) Or U est continue sur | — 1, +00]
1 = 1
“wonr b ey PUO e
= N——
£0
1
T n?

Conclusion :

1
UEN+) ~ 5

5) a) On sait que U est dérivable sur | — 1, +o0], et que

, XEnta+n . T2
Vo > —1, U(:U):ZM:_ZW

n=1 n=1

Comme n>1etz > —1,onan+z >0, et donc (n+ z)* > 0, donc U'(z) < 0. Donc

U est strictement décroissante sur | — 1, +o00[ ‘

Ou bien citer la question 2)b) : cas k = 0.

b) Un cas classique de comparaison série intégrale. Comme dans le DS précédent. Classiquissime.

1
Soit x > 0. La fonction ¢ = ———— est décroissante sur [0, +oo[. Ainsi,
(t+x)?
1 1 1
Vn €N, Vt € [n, 1], 5 < 5 S /3
" [m,n +-1] (n+1+4x)? t2 (n+x)?
n+1 1 n+1 1 n+1 1
— Wnel, / ﬁdtg/ ﬁdtg/ ——_dt
" (n+1+x) n (t+x) " (n+ z)
1 n+l 1 1
— VneN, - < / S dt < 5
(n+1+2) n  (t+2) (n+x)

Par croissance de l'intégrale dont les bornes « sont dans le bon sens. De plus,

*

Vn € N : </n+1 ! arc 1 </n L
PEN G e T G a2 S mra2 S e (1)
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On peut sommer les inégalités de n = 1 & N > 1. Comme Zun(m) converge d’apres 1), et
n=1

+00 1
/ ——— dt converge (en 400 : Riemann, a = 2 > 1 apres un équivalent, et en 0, z > 0), on
0

(t + )
passe a la limite N — 400 :

S | 4 > too 1
e dt <Y 5 < - dt
/1 (t +x)? (n+x)? /o (t + )2

n=1

(]

Donc en effectuant le changement de variable v = t + z, simple décalage,

+oo (¢ too dt
/ac+1 2 = Ule) < /x t2

+oo 1 17 1 +oo 1 1
Or, ces intégrales se calculent : / - dt = [— = — Et de méme / 5 dt =
T t t T X z+1 T x+1
Donc 1 1
<U < —
r+17 (z) < T
pour tout > 0. Par conséquent,
x
zU(x) <1
r+1" (z)
et le théoreme d’encadrement donne lim zU(x) =1, et donc
T—r+00
1
Ulx) ~ =
r—+oco I

r—1

6) Soit x € D. Alors L et sont aussi dans D.

2

Y N - s 0 o y N o o y g Y 5 1 o N
Commencer par ecrire au brouillon ('}IIJ,([[I(,’ morceau, pour (f()f]l/)l(l/l(]l(l de quotr on ‘1)(1/](’,. Se débarrasser autant

que possible des fractions, comme toujours.

() -Larr « V() -Set

n=1 n=1
D’ou
i r—1 = 4 = 4
v(Z)+u ( ) -
(2> 2 ;(2n+m)2 ;(277,—1—1—:02
= +
kz::l (k+ )2 kz::l (k + x)?
k pair k impair
—+00 1
— 4 Z
2
= (k+x)
Conclusion :

FIN DE L’EPREUVE
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