Lycée St Joseph Lundi 20 mars 2023
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 8

Correction

Exercice 1 (D’apres CCP TSI)

Partie 1 (Etude d'une équation différentielle)
e =«
1+1¢
Etude en +oo : Par croissance comparée, comme 1/x > 0,

1) Soit > 0. La fonction f : ¢ — est continue, donc continue par morceaux, et positive sur [0, +-o00].

2 ~ tot/T

1

+oo 1
t2)' Or /1 o) dt converge d’aprés Riemann (o =2 > 1).

Donc f(t) = 0(

+oo
Donc, par comparaison, / f(t) dt converge. Conclusion :
0

‘ () existe pour tout z > 0 ‘

2) Intégrabilité de 1) : Posons

te_t/b
La fonction 9 est continue sur [0, +o00].
FEtude en +00 : De méme qu’au 1, par croissance comparée, comme 1 /b >0,

2\ 2, —t/b

1 oo 1
Donc 9 (t) = o(t—Q). Or /1 2 dt converge d’apres Riemann (o =2 > 1).

+o0o
Donc, par comparaison, / ¥ (t) dt converge (absolument, car i > 0).
0

Majorations : Soit t € [0, +oo[. Pour tout z € [a, b],

t t
x a
Et
t t _t _t
0<x<b:>5<—:>e c Leb
x
En conclusion,
teft/z teft/b
=1)(t)

~ ~X
2010 S 20+
Quand la majoration n'est pas immédiate, il faut justifier (au moins 1 étape intermédiaire), et il vaul mieux
déplacer les calculs en « préliminaires ».

Théoréme de dérivation : Posons

_t
e =«
V(t,x) € [0, +oolx[a,b],  h(z,1) =
Avoir une dérivée partielle juste est fondamental. Prenez votre temps, décomposez, mais la dérivée doit étre
, g ([t 0 ! .
juste. On dérive par rapport da x. e v =et, (e") =u'e". p <> = 7@[71) = —tx~?. FEtc.
Or \z oz
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e Vit € [0, +00[, la fonction = — h(z,t) est de classe €' sur [a,b], et

oh te~t/®
Vzx € [a,b], a(%t):m

e Vx € [a,b], la fonction t — h(z,t) est intégrable sur [0, +oo[ (d’apres 1)) ;
te—t/x

la fonction t — ———— est continue par morceaux sur |0, +o00|.
22(1+ 1) P [ [

e La fonction 1 : [0, +oo[— Ry définie ci-dessus est intégrable sur [0, +oo[ d’apres ci-dessus et,
toujours d’apres les calculs ci-dessus,

’6h

ox

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

(@, 1) € [a,b] x [0, +00], (x,t)‘ < ¥(0)

+oo et/

1 / _ -
@ est € sur [a,b] et o' (z) = /0 22(1+1) d.

3) La fonction ¢ est € sur [a, b] pour tout a, b tels que 0 < a < b, donc ¢ est €' sur U [a,b] =]0, 4o0] :
0<a<b

@ est classe €' sur ]0, 4-00]

On vous donne ’équation différentielle, vous avez y ety : vérifiez si en remplacant — tout bétement — le résultat
tombe. Au pire, vous aurez des idées pour une éventuelle intégration par parties.
Pour tout z €]0, +o0],

mw

+o0 t —t/z +o0
22Q (x) + p(x) = x2/0 ¢ dt —I—/ ¢

t

+oo ¢ i -
:/ c dt
0 1+t 1+t

“+o00
/ 6_5 dt
0
[,
=X

Conclusion :

¢ est solution sur |0, +-o00[ de I’équation différentielle (&) ‘

4) a) Par dérivation terme & terme & Pintérieur du domaine de convergence, F est €' sur | — R, R| et
Vx €] — R, R], F'(z) = Z napx™ !
En remplagant dans (&), il vient

00 +oo
Vz €] — R, R|, F'(z) + F(z) =) naz"™ + > apa”

“+00 “+00
= Z(n —Dap_12" + Z anz"
n=1 n=0
—+00
=aqag+ Z {(n —Dap—1+ an} "
n=1
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Alinsi,
+oo
F solution de (&) sur | — R,R[ <= Vax €] - R, R[, ao+ » {(n —Dap—1+ an}x" =
n=1
ag — 0
— O+ar=1

Vn>2, (n—1)ap—1+a,=0

Par unicité du développement en série entiere. Conclusion :

ap=0, a1=1 et Vn>=2, an:—(n—l)an,l‘

b) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp:  ap=(—1)""(n 1)

est vraie pour tout n > 1.
e #; : est vraie d’apres a).
o H, = Hpy1 : Supposons H, vraie. ani1 = —na, = (—1)""?n! d’aprés a) (n+1 > 2). Donc
Hyp41 est vraie.

e Conclusion :

ap=0 et VYn=>1, a, = (—1)""(n—1)

c) Pour tout x € R, posons u, = ap,z" = (—1)" " (n — 1)lz".

Un+1

VY #£ 0,

(—1)" (- Dlan| nlz| T o> 1

(_1)n+2n!xn+1
) =

Donc, d’apres d’Alembert, E |uy,| diverge grossierement, donc E uy, diverge.
Ainsi,
Vu le coefficient, ce n’est pas étonnant. Cf. l'exercice 1 de la feuille sur les séries entiéres.

En conclusion

L’équation (&) n’admet pas de solution développable en série entiere
sur un intervalle | — R, R|, quel que soit R > 0.

Partie 2 (Détermination d’'une valeur approchée de (z))
Soit x € R fixé.

1) Soit n € N et ¢t > 0. Somme des termes d’'une série géométrique :

n 1— (=t n+1 1 tn+1
Z(_t)k _ ( ) _ o (_1)n+17
= 1—(—t) 1+1¢ 1+¢
Par conséquent, en multipliant par e_%,
_t n _t
z ez
1e+t — (_1)ktk 7% + (_1)n+117_ft
k=0

2) Soit ke Net n e N.

t

tn+1 -2
Les fonctions t — tkefi et t — Txr sont continues sur [0, 4+o00| et par croissance comparée,
. ntle—% i3, %
lim t"2e" % =0 et t2 ~
t——+o0 1+t t t——+o00
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+oo 1
Donc ces deux fonctions sont des petits o de 1/ t? en 400, or / t—th converge (Riemann, a = 2 > 1),
1

donc par comparaison elles sont intégrables au voisinage de +o0.
+o0 . +o0 tn+1€_%
Ainsi, / the™ dt et / ——— dt existent
0 0 14¢

Nous pouvons donc intégrer ’égalité obtenue au 1). La somme est finie donc par linéarité

n —+o0 ¢ —+00 tn+1€_£
z) = —1’“/ the™z dt + —1"“/ &t
o) =1 (ot [T
e—t/x too
3) a) Iy(z) = [ ] =z
—1/z],
tk}—f—l

etv=c * Comme lim wuv =
1 t— 400

b) Soit k& € N. On effectue une intégration par partie. Soit u = E T

0 par croissance comparée, on peut écrire

400 too tk+1 —t/x 1
Iilx) = g™ = [ g (et = sl (@)

Conclusion : ‘Ik+1($) = (k+ 1)aly(x) ‘

c) La relation de récurrence est quasiment la méme qu’en partie 1, question 4a. Et pour cause : on calcule
la aussi le développement en série entiére de ¢. Ce n’est pas choquant [’obtenir la méme expression. Par
contre, dans cette partie, on maitrise le reste, i.e. [’écart entre ¢ et la somme partielle de la série entiére.

Montrons par récurrence que la propriété :
Hi o Ip(z) = klzF
est vraie pour tout k > 0.
e Hy : est vraie d’apres a).

o Hj, = M1 : Supposons Hy, vraie. Ij41(x) D (k+1Daly(z) = (k+1)zkla® T = (k+1)17 2,
Donc Hyy1 est vraie.

e Conclusion : [Vk > 0 Ii(x) = klzF !

Vous devez savoir faire le calcul de I (x) sans aucune question intermédiaire : c’est un classique.

4) a) Soit n € N. D’apres 2) puis 3)c),

n +o0 tn+1€_£ n +o00 tn-i—le—%

o(x) = Z(—l)kfk($)+(—1)"+1/ — df — Z(_l)kk!kaJr(_l)nH/ tles

+oo tn+1 —%
Donc R, (z) = (—1)"*! / li—ft dt. Ainsi, par inégalité triangulaire,
0
+o00
(Bao)| < |

t
thtlemz

dt
1+1¢

1

Or0< —
14t

< 1 sur [0, +00][, ce qui entraine,

oo nt+l,—L _ _ 1,.n+2
|Ry(z)] < t"eTr dt = Inyi(z) = (n+ 1)z
0

Ainsi, | Pour tout n € N, | R, ()| < (n + 1)l2™?
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b) u, # 0 donc
Uny1 (R4 2)110"T2  n+2
u, 10" (n+1)! 10

Un+1

Donc pour tout n € {0,...,8},0< < 1 et la suite est décroissante (u, > 0).

n

Un+1

Pour n > 8, > 1 et la suite devient croissante.

Un

Donc ‘La suite (u,) est minimale pour n = 8‘

8
¢) (110) _ kz:%(—l)klk(l/lo) + Re(1/10), et d’apres b) [Rs(1/10) < 4 x 1075,

1 8
Donc on peut obtenir ¢ <10> avec 4 chiffres significatifs en calculant Z(—l)kl :(1/10).
k=0
5) Soit z # 0 et vy = (—1)Fk!ZFHL

Vk+1

— (k4 1)|z] — 400> 1
k——+o0

Donc, d’apres le critere de D’Alembert, Z |ug| diverge grossiérement, donc ka aussi.

Ainsi, | Le rayon de convergence de la série entiere Z(—l)k k!zF L est 0
k>0

1
En particulier cette série n’est pas convergente pour z = 10

On vient d’utiliser une série divergente (et pas qu’un peu divergente) pour approximer p(1/10)....
La partie 1 montre que o est solution de & et que & n’a pas de solution développable en série entiére en 0. Donc

nous savions déja que @ n’était pas développable en série entiére.

Exercice 2 (E3A PC 2020)

Cf rapport du jury, sur ma page web ou sur le site du concours.

Exercice 3 (Normes équivalentes, d’apres CCP MP)
1) e Soient f € E et A € R. Comme (A\f) = \f’,

1
M= MO +2 [ Af ()] de
0
1
= M| £(0)] + 2| Al / lf/ ()] dt (linéarité de l'intégrale)
0
— NI/

e Soient (f,g) € E? Comme (f +g¢) = f 44,

1
1f + gl = 1£(0) + g(0)| +2/0 [F'(t) +g'(8)] dt
1
< |f(0)] + 1g(0)] + 2/ I ()] + |g'(t)|dt (inégalité triangulaire et croissance de l'intégrale)
0

< 711+ lgl

2
e Soit f € E telle que || f|| = 0. Comme somme de termes positifs, on a | f(0)] = 0 et / |f/(t)|dt = 0.
0

De plus, f est €' sur [0,1], donc f’ est continue sur [0, 1].

Ainsi, |f'| est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 1]. Donc, d’aprés le théoréme sur la
fonction nulle, |f'| = 0 sur [0, 1].

Par conséquent, f' =0 et f est constante sur [0,1]. Or |f(0)| = 0, donc f(0) = 0, puis f = 0.
Conclusion :
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‘ || || définit une norme sur E ‘

2) a) Deux normes N et Ny sont équivalentes s’il existe C; > 0 et Cy > 0 tels que

Vo € F, C1N1(z) < Na(z) < C2Ni(x)

1
b) Soit f € E. Comme/ ()] dt >0,
0

1
171 =211+ [ 1w at
1 1
<ASO1+ [ 1@+ [ 17w ae= 2]
De méme, |f(0)| > 0, et
1
71 =170)1+2 [ 170 at
1 1
<alfO+2 [ 1r@1d+s [ 17wl =2

Ainsi,
1
vieE, SIfI<IfIT <2/l
Conclusion :
Les deux normes || || et || ||" sont équivalentes sur F
3) Non. Montrons que ||.||; et ||| ne sont pas équivalentes sur E. Soit fy,(z) = x" pour tout x € [0, 1] et
tout n € N.

Pour tout n € N, les f, sont polynomiales donc €, et,

1
falli = [ om do
0

1
xn+1

n-+1
1
n-+1

0

Donc, pour la norme |.||1, 1ir4r_1 fn. =0 : la suite converge vers la fonction nulle.
n—-+00

1
full = | £2(0)] + /0 na"1de = 1

Donc, pour la norme ||.|, 11&1 I fnll =1 # 0 : la suite (f,,) ne converge pas vers la fonction nulle.
n (0.9}

Ainsi

‘ Toutes les normes sur E ne sont pas équivalentes & la norme || || ‘

Exercice 4 (BECEAS 2021)

1) Si vous bloquez, il faut savoir passer a la question suivante rapidement.

Soit (u™) € FN une suite convergente de limite £ :

Ve >0,3ng € N/ Vn = ng, |[ul™ — )| < e
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Montrons que £ € F, i.e. £ = ({) est une suite de limite nulle.

Soit € > 0 et ng € N tels que Vn > ny, Hu(n) —{||co < €. (On ne lutilisera que pour n = ng)
De plus, u(™) € F, c’est-a-dire klim u,(fno) =0 : Soit kg € N tel que Vk > ko, ]u,(fno)] <e.
—+o00

Ainsi, pour tout k > ko,

b =4, — ugﬁno) + ugﬂo)
— 10| < 1k — w0 |+ u™)
< 10 =™+ ™|
<= oo+ ™ Car [ — ™| <sup |6 — ™| = [0 = ™o
ieN
L<et+e=2 par construction de ng et k > kg

Ainsi, pour tout k > ko, |lx] < 2e.

Finalement, lim ¢; = 0. Donc ¢ € F.
k——+o0

En conclusion, pour tout (u(”)) e FN de limite ¢, ¢ € F : par le critére séquentiel,

‘ F est une partie fermée de £~

2) a) e SoituekE: Z u, converge. Donc le terme général tend vers 0 : u € F.

EcCF

e Soit u = 0 la suite identiquement nulle. Z 0 converge, doncu =0¢€ E :

E#10)
e Soit A € R, (u,v) € E% Une combinaison linéaire de séries convergentes est convergente :
Au+ve kL.
Conclusion :

‘E est un sous-espace vectoriel de F ‘

1
b) Posons, Vn € N, up = 0 et u, = —. D’aprés Riemann, Zun diverge (a=1>1):u ¢ E.
n

De plus lim wu, =0, donc v € F. En conclusion,

n—-+00

c) e Montrons que E n’est pas fermé dans ¢*° : Soit u € F.

Pour tout n € N définissons v™ € RN par
Vk € [0,n], v,(cn) = uyg et vk > n, U,in) =0

Montrons que (v™) € EN converge vers u € F : Soit n € N fixé.

Comme v™ est & support fini, Z vli") est une somme finie, donc convergente : v € E.
k

Par construction de v(™, u — v(™ est la suite :
Vk € [0,n], Uk—vlgn):uk—ukZO et Vk > n, uk—vlgn):uk

Or, lim wug =0:so0it € >0, kg € N tel que, pour tout k > ko, |ug| < e.
k—+o00
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Alors, Vn > kg,
VEk € [0,n], |uk—v,gn)|20<5 et Vk > n, |uk—vl(€n)\:|uk|<s

Ainsi, Vn > k, Vk € N, |uy — v,(cn)| < e. En passant a la borne supérieure sur k,

Vn > ko, |ju— v(")HOO = sup |ug — U,E;n)\ <e
keN

En conclusion,

lim ™ =y
n—-+4o0o

1
Conclusion : Or, en reprenant la suite ug = 0 et u,, = — de la question 2b, u = BI_P v ¢ E.
n n e8]

Par le critere séquentiel,

FE n’est pas un fermé de £*°

e Adhérence E de E : Montrons que E = F.
D’aprés 2a, E C F, donc E C F. D’apres 1, F est fermé, donc F = F :

ECF

SoitueF.

Ci-dessus, nous avons construit (v™) € EV telle que liIJIrl 0™ = . Donc u € E. Ainsi,
n—-+0oo

FCEFE
Conclusion :
3) a) La suite u est bien concréte, cette question est tout a fait abordable.

Calculons ||ul|« : Soit ¢ €] — 1, 1] tel que u,, = ¢" pour tout n € N.

Sig=1, Zun diverge grossierement : u ¢ E, donc ce cas est exclu. Désormais g €] — 1, 1].
Sinon, pour tout n > 0, |u,| = [¢|" < 1 = ug, donc

|ulloo = sup q|™ =1
neN

Conclusion :
[ufloo =1
Calculons || ®(u)||eo = Soit 7 = ®(u).
1
Par définition de @, On peut remarquer que r = T
—q
1 1
+o00
t d =|— =—
Vn € N, Th = Zuk et donc rfloo 1—q lulloe 1—¢q’
k—n ou bien faire le calcul directement
+
NS q"
=>4 I7lloo = sup
k=n neN 1-g¢
+00 ( 1 < |n)
= su
=> mer \1—g
k=0 1
+00 = sup |q|" car supkA = ksup A
. on Z k 1-— 4d neN .
=4 q sikeRy et A£D
k=0
1
_ g = — car sup |g|" = ||uljco =1
T 1= q 1—-q neN
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Conclusion :

1
()l = —
q

b) e Montrons que ® € Z(E, ()
Linéarité : soit A € R, (u,v) € E? et notons r = ®(u), s = ®(v).
Une combinaison linéaire de série convergente est convergente, donc t = ®(Au + v) existe, et

+o0
Vn € N, tn:Z/\uk—i-vk
k=n
+oo +oo
= Z Uk + Z Vg
k=n k=n
= Arp, + Sn
Donc t = Ar + s, c’est-a-dire ®(A\u + v) = A®(u) + ®(v). Ainsi, ¢ est linéaire.

De plus, 7 est de limite nulle (reste d’une série convergente), donc r = ®(u) € F C £°.
Conclusion :

’ ® est linéaire de E dans ¢°° ‘

e Montrons que ® est injective : Soit u € Ker ® : ®(u) = 0. C'est-a-dire

“+oo
Vn € N, rn:Zukzo
k=n

En particulier,

Vn € N, 0=rp—Tnt+1
—+00 —+00
=D w— D w
k=n k=n+1
+oo +o0
Cut Y wme Y w
= uTL

Donc u = 0.
Ainsi Ker ® = {0} et donc

® est injective

e Déterminons Im @ : On a vu comment retrouwver u a partir de r = ®(u) au point précédent.

D’apres le premier point, Im ® C F. Montrons l'inclusion inverse.
Soit v € F'. Posons,

Vn € N, Up = Un — Untl

Montrons que u € F :
n n
Vn € N, Zuk:Z’Uk*vk.’_l
k=0 k=0
=) — Up+1 (somme télescopique)

Comme v € F, v converge vers 0, donc E uy, converge (vers vp) :

uekl
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Calculons r = ®(u) :

+00
Vn € N, rn:Zuk
k=n

+00
=) vp — v
k=n

+o0 +o0o
= Z Vg — Z Vg1 (les deux séries convergent)
k=n k=n

= v, (par changement d’indice)
Ainsi, r = ®(u) = v :
veElm ®
Donc F' C Im ®. Par double inclusion,

Im & = F|

c) Dans ce type de questions — rares, mais désormais potentiellement au programme :
e Pour montrer « f continue », on montre qu’elle est lipschitzienne : 3C' > 0, Vo € E, ||f(x)|| < O]

. . \ N . . \
e Pour montrer « f pas continue », on cherche (x,) € E" telle que ||x,|| tende vers 0, mais pas || f (x|,
ce qui nie la continuité en Q.

i) Montrons que ® n’est pas continue : Soit (¢;) € ([0, 1)) de limite 1. Pour tout i € N, posons

u® = (ul),, la suite géométrique de raison g; :

vn € Nul) = ¢7

7
D’apres 3a, u® € E et
1
I —q

W =1 et [B(u)]loc =

Considérons la suite (1 — g;)u'? : comme 1 — ¢; > 0,

11— g)uP oo =1 = g)Ju oo =1—¢ ——1—-1=0

1——+00
Donc lim (1 — ¢;)u® = 0. Mais, par contre
1—+00
(1 - au)lloo = (1 — @Bl linéarité de @ et [Aa] = | o]
1

Donc lim <I>((1 = qi)u(i)) # 0 Conclusion :

i——400

‘ L’application ¥ n’est pas continue ‘

ii) Si v € F, nous avons montré que u € E définie par u, = v, — vp41 vérifie ¥(u) = ®(u) = v.
Donc ¥~} (v) = u.
Montrons que W1 est lipschitzienne : cherchons C' > 0 telle que ||u/loo < C||v]|co-

Vn €N, |un| = |vn — vpt1]

N

|| + [vp41]
lvlloo + [[V]loo Par définition de ||v]|~o
2[[v]loo

NN

10
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Dongc, en passant a la borne supérieure,
1271 (V) oo = lJullos < 2v]loo

Donc U1 est 2-lipschitzienne, et donc continue :

L’application W~! est continue

Si on cherche au brouillon, et qu’on veut rédiger élégamment, on peut poser v € F définie par
Vn € N Up = Unt1
Remarquons que ||0]|co = sup [vp41] < [|v]] co-
neN

De plus W~ (v) = v — ¥, et par inégalité triangulaire,

v

177 W) loo < flvlloo + |

0o < 2[[v]loo
D’ou conclusion.

FIN DE L’EPREUVE
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