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Epreuve de Mathématiques 8

Correction

Exercice 1 (E3A PC 2017)

Partie 1
1) a) e Pourt=0, f(¢) /ds-l

1—e?
oPOUl"t#O,f()—[e ] = .
—t 0 t

b) Limite ? Equivalent. Equivalent et soustractions ? DL

1—(1—t+o(t)

Javec un o, rien ne [)(),II/r VOUS ArTIver.

VEAO,  f(t) =
Donc %1_{% f(t)=1= f(0) : f est continue en 0.

t

=1+o0(1)

De plus, f est continue sur R* comme composée de fonctions continues sur R*. Conclusion :

’ f est une application continue sur R ‘

Etudions les variations de f sur R. La fonction est dérivable sur R* et

tet — (1 —e?)

teR*,  fl(t)= 2

—t
e
= (1+t_et)t72

Or, sur R*, e’ > 1 + ¢, d’olt le tableau de variations (attention : 2 intervalles, Ry et R_)

t —00 0 +00
f(t) - -
—+00
f \ \
1 0

Or f est continue en 1, donc f est strictement décroissante sur R tout entier.

La fonction f est continue, bijective, sur I'intervalle R, donc elle établit une bijection de R sur

son image.

[ établit une bijection de R sur R’

c) On peut aussi utiliser le développable en série entiére de e”

. — st .. .
pour (/(%(T()I/L[)().S’(il‘ e ? puis ntervertir somme

et intégrale, en invoquant les bons théoremes d’interversion entre une série de fonctions et une intégrale.

Mais il y a plus simple.
“+o0o n

Pour tout z € R, e* = Z —- Donc pour tout ¢t € R*,
n!

n=0

ft) =

mw—t
H—\)—l

1+°°

m +00 . m
712::0(_1) (n+1)!

Si vous me comprenez pas ces deux (’;](1,7,'/'7‘(%5. écrivez les sommes avec des pointillés au brouillon.

L’égalité reste vraie pour t = 0, donc
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+o0o tn
est développable en série entiere sur R et f(t) = —)'—— VteR
f pp F() ,;]( T
2) a) S est la primitive s’annulant en 0 de f. Par primitivation terme a terme a l'intérieur du domaine
de convergence, S est développable en série entiére de méme rayon que f, et
—+00 1 xn
Vr e R S(z) = -1t —
S S =Yyt
n=1
On a bien S(0) = 0, donc le coefficient de degré 0, ag, est bien nul (attention a la constante lorsque
vous intégrez).
b) D’apres 2)a) évalué en z =1,
11 _ et +oo (_1)n+1
dt =5(1) = —
/0 t ) ngl n(n!)
ot
3) a) Soit x > 0. La fonction ¢t — - est continue sur [z, +00].

b)

Etude en +00 :
ot
2 =te!
t t—+o00
. , €
par croissance comparée, donc - = o(t—2

).
+oo | +oo ot

Or / 2 dt converge (Riemann, o = 2 > 1), donc, par comparaison, / - dt converge.
1 T

Conclusion : | R(x) = / e dt existe
x

Appliquons le théoreme d’intégration par partie : Soit u(t) = Int et v(t) = 1 — e~ " pour t €]0, 1].
(Int)(1 —e™*) ~o (Int)t py 0 par croissance comparée et (In1)(1 —e™ ') = 0.
—>

1 1
Donc [uv]} existe et vaut 0. Ainsi S(1) = / o' (t)o(t) dt et / u(t)v'(t) dt sont de méme nature,
0 0
et

S(1) = [uv](l)—/olu(t)v’(t) dt = —/Ol(lnt)e_t dt

Appliquons de nouveau le théoréme sur [1, +oo[ avec u(t) = Int et v(t) = e ".

(Int)e* P 0 par croissance comparée, et (In1)e™' = 0. Donc [uv]]™ existe et vaut 0.
—T00

+00 +oo
Ainsi R(1) = / o' (t)o(t) dt et / u(t)v’(t) dt sont de méme nature, et
1 1

1 +o0
R(1) = [uo]} — / w(t)! (1) dt = / (Int)e" dt
0 1
En conclusion,

v =5(1) = R(1)

11 ¢t +oo ,—t
:/ ¢ dt—/ Ca
0 t 1 t

1 +o0
= —/ In(t)e " dt —/ In(t)e " dt
0 1

+o0
v = —/ In(t)e " dt
0
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4)

—t

e
¢) Soit G une primitive de la fonction continue ¢ +— — sur 10, +00[. La fonction G est €' comme

—X

e
primitive d’une fonction €°, et G'(z) = — pour tout z € R . De plus,
x

1 .-t 400 ,—t
R(x):/ e—dt+/ < ar

—+o00
—-G(1 +/ E—&

1

Donc R est de classe €' sur RY, et R'(z) = —G’(x) = f(z) — —. De plus, S est une primitive de
x

f d’apres 2)a), donc S” = f. Ainsi,

1
R est de classe € sur RY et R'(z) = §'(z) — —
T

En intégrant la relation précédente entre 1 et x > 0 fixé, il vient R(x) — R(1) = S(z) — S(1) —
(Inz —In1), puis

|S(z) = R(z) + Inz + 7|

k

x

a) Soit x €]0, 1[. Pour k£ > 0, posons uy = Uk > 0.

u

Ukt _ kz

U k+1

. Uk+1 , s R N s
Donc lim = x < 1. Par conséquent, d’apres le critere de D’Alembert, Zuk converge.
k—4o00 Uk

k

: 4 2$t tlnx xt 1 teel
Par croissance comparée, t“— = te ——— 0, car Inz < 0. Donc — = o(=). Or — dt
t t—+o0 t t2 1 2

+oo
converge (Riemann), donc, par comparaison, / - dt aussi. En conclusion,
1

+00 k o0 4
Z —_— / — dt existe

Effectuons une comparaison série / intégrale (Toujours annoncer ce que l'on va faire).
l,t
Posons, pour ¢ € [1,+o0], h(t) = g Comme Inz < 0.

Inz)t — 172
Vt € [1,+o0], R'(t) = (nx)t et <
Donc h est décroissante sur [1, +o0o[. Ainsi,
Vk e N*, Vt € [k, k + 1], h(k +1) < h(t) < h(k)

En intégrant sur [k, k + 1], par croissance de I'intégrale, il vient,

vk € N*,

Rt k1 gt 2k
< / —dt < —
k+1 t k

Puis en sommant entre k = n et +oo (la série et 'intégrale convergent d’apres ci-dessus) :

400 xk +00 x 400 k
VTLEN*, Z ?g/ 7dt\zi
k=n+1 n
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b)

+00 ot +oo ;[;k
Or gn(z) — g(x) = / ~ - Z - d’ot, en soustrayant,
n k=n+1

neN,  0<ga(e) - gle) < —

Comment se lancer dans la comparaison série intégrale sans avoir effectué le calcul de g,(x) — g(x) ¢ En
utilisant un brouillon, comme toujours.
Convergence uniforme ? Norme infinie ! Et on oublie pas de vérifier qu’il n’y a plus de x apres le calcul de
la norme infinie : que du n.
D’apres a), g, — g est bornée sur |0, 1] et

" 1

<lgn — glloo < sup — = —
z€]o, 1] M n

Donc, par encadrement, lim ||gn — g]lcc = 0. En conclusion
n——+00

La suite de fonctions (g, )nen+ converge uniformément vers g sur |0, 1[. ‘

Exprimons ¢ a l'aide de fonctions usuelles et de R.

400 k
Partie série : D’apres le cours, pour tout x €] — 1,1[, In(1 + ) = Z(—l)kﬂ%. Donc
k=1
400 k
vz €]0, 1], Z— —In(1 —x)
Partie intégrale : Effectuons le changement de variable ©w = —tInz. La fonction ¢ — —tInz est

une bijection strictement croissante (—Inx > 0) de classe €', et intégrale converge, donc le
théoreme de changement de variable nous donne la convergence de toutes les intégrale et 1’égalité

+o0 +oo ptinz 400 p—u
/ AT / et dt:/ du=R(-lnz)
1 1

t —lnz U

Conclusion :
vz €]0,1], g(x)=—In(l —z) — R(—Inx)

Limite en z =1 : posons x = 1 — h (comme towjours! Le moins est la parce que x < 1 : pour éviter des
In(—h) avee h < 0 qui sont troublants). Pour tout h €]0, 1],

g(1 =h) = =In(1 = (1 = h)) = R(=In(1 - h))
= —In(h) = R(h + o(h))
= —In(h) = S(h+o(h )) +1In(h+o(h)) +~ D’apres 3)c)
= (h+0 h)) +1In(1+o(1)) + Car —Inb+1Ina =In(a/b)

Comme S est continue sur R (2)a)), donc en 0,

lim g(z) = hli}rél+ g(1—h)=-50)+In(l)+~v=~

r—1—

En admettant que lim g(z) = lim g,(1),

z—1— n—+00
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5) En effectuant le changement de variable ¢ = au (théoréme du changement de variable), il vient

+oo ,—t +00 p,—au
R(aa:):/ e—dt:/ C  du

T t u

—+o00 efbu
du. Donc

De méme, R(br) = /

x u

+o00 ,—at _ ,—bt
/ £ at = R(ar) - R(bx)
= S(ax) — In(azx) — v — S(bx) + In(bz) + v D’apres 3)c)

= S(az) — S(bz) + In(b/a)

_ bt

+o00 efat
Comme S est continue en 0, on peut passer a la limite : / — dt converge et
0

400 efat _ efbt
/0 E T dt = lim (S(ax) - S(b0) + In(b/a)) = In(b/a)

Conclusion :
400 ,—at _ ,—bt

/ £ "%  4t=n(b/a)
0 t

6) a) Faire de l’analyse, c’est négliger (par exemple en majorant) ce qui ne sert pas pour garder ce qui sert

Comme x > 0 et t +— n décroissante sur R’ ,

—t —t

e e

= Vi >z, - < — Or ces deux fonctions sont intégrables sur [z, +00]
x

400 o=t 1 [t+oo —z
:>R(x):/ £ odatg —/ etdt ="

€T t i T xr
Ainsi,

e*f[
Ve >0 R(x) <
T

Nous avons donc 'encadrement 0 < xR(z) < e, et en passant & la limite lorsque z — +o00,

lim zR(x)=0

T—+00

b) Evidemment, vous ne vous lancez pas dans Uintégration par partie sans Uavoir écrite au préalable au
brouillon. Ce qui permet d’avoir une rédaction propre sur la copie.
e D’apres 6)a), lim zR(x)=0.
T——+00
e D’apres 3)c), xR(x) = xS(z) — xlnx + yz. Comme S(0) = 0, par croissance comparée,
lim zR(x) = 0.
z—0

e_$
e D’aprés 3)c), R est une primitive de z — ———, donc elle est de classe €' sur R, et pour
x

—x

tout = > 0, R'(x) = _E
x
+oo
Comme, de plus, / TR (r)dx = /
0 0

par partie nous donne la convergence de

+o00o
—e~ “dx converge (et vaut —1), le théoreme d’intégration

+o0
R(x) dx et Iégalité

+o0 s +oo ,
[ R@) o = eR(@)); —/O 2R (z)dz =0+ 1

En conclusion,
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+oo
R est intégrable sur R, et R(z)dx = 1.
0

Partie 2
1) a) 6 est dérivable terme a terme a l'intérieur de son domaine de convergence :

Vo €]l —rr], 0(z)= Z na,z"
n=0

0" (x) = Z n(n — 1)apz™ >

n=0

Notons (E) l'équation différentielle zy” + v — (z + 1)y = 1. Nous avons donc les équivalences

suivantes :
[e.@]
0 solution de (F) <= Vx €] —r, 1], :UZ n—lan”2+Znan —(:c—i—l)Zanx"—
n=0 =
On rentre tous les x : on développe, avec comme but Zb,,
+o0 “+oo “+oo +0o0
= Vx| —nr Z n(n — 1)apz™ " + Z napz" "t — Z apz™t — Z apz” =1
n=0 n=0 n=0 n=0
Maintenant, on aligne toutes les puissance, par exemple ici sur "L - minimiser les changements d’indices.

Ajuster les bornes avec les premiers termes, voir méme vérifier au brouillon avec des pointillés : étape fondamentale.

+oo +00 +00 “+o0o
— Vr €] —nrr], Z n(n — 1a,xz™ + Z napz™ ! — Z Ap_ox™ b — Z ap_1z" =1
n=0 n=0 n=2 n=1
Puis on aligne les bornes de départ, quitte a enlever des termes. (idem : pointillés au brouillon).
+oo +o00
— Vre]—-nr, Z n(n — Da,z" 4+ ay + Z napx"”
n=2 n=2

—+00 —+00
— Z An_ox™ ' —ag — Z 12"t =1
n=2 n=2

S’il 0’y a pas d’erreur plus haut, on se retrouver avec une série entiére E bzt (vu le choiz den —1) :

<:>V1‘E]—T‘,T[, al—ao—l—z n—lan+nan_an2_an 1] 2=

Par unicité du développement en série entiere de la fonction x +— 1 sur Uintervalle | — r,r[, on
peut identifier les coefficients, en distinguant le cas du terme constant (non nul dans le membre
de droite) :

. ay —apg = 1
1 F) —
0 solution de (E) Vn =2, n(n-—1)a,+na, —ap—2—an—1=0
a1 —ag=1
Vn > 2, n2a, — ap—2 — an_1 =0

al] —apg = 1
YneN, (n+ 2)2an+2 —ap —apy1 =0

b) Posons K =1+ |ag|. Montrons par récurrence que la propriété :

K

Hy oo an] < —
n!

est vraie pour tout n > 0.
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2) a)

b)

d)

e M : est vraie par définition de K.

K
e Hi:a; =1+ ap donc |a1\§1+|a0|zﬁ,

. . an +a
o M, et Hpt1 = Hpyo @ Supposons H,, et H,41 vraies. D’apres 1)a), a2 = (nf;);l
n
(La relation de récurrence lie anio a a, et a,y1 : vous aurez forcément besoin de H, et H,i1 pour
montrer Hy1o. Attention a linitialisation.)
|an| + |an1]
a < —
‘ TL+2| X (’I’L+ 2)2
1 K K
< (— + ) D’apres H,, et H
S22\ T it PYES 7in €8 7int1
K n+1)+1
< X ( ) On factorise par ce qu’on veut : K/(n + 2)!
(n+2)! n+2
N K
S (n+2)!

Donc H,41 est vraie.

e Conclusion : |Vn € N, lan| <

n!

K
Posons b, = —- La série enticre anx" a pour rayon +o0o (et pour somme Ke®) d’apres le
n

cours. Donc, par majoration, la série 6 a un rayon r > +o00. En conclusion

‘ Une telle solution 6 existe et son rayon r = +o00 ‘

De z(z) = e “y(z) on déduit
o /() = —e"y(a) + ey (@)
o (x) = e "y(x) — 2"y (z) + e "y (2).

D’ou

v () + (22 + 17 (2) = e " (ay(z) — 223/ (2) + 29" (2)) + (22 + 1)(—y(z) +¥'(2))
=e¢ “(ay"(2) + ¥ (z) — (z + Dy())

Par suite y est dans S si et seulement si z2"(z) + (22 + 1)2'(z) = e~ pour tout z > 0.

2¢ +1

2 1
Pour = > 0 I’équation s’écrit Z'(x) + Z(x) = 0. Une primitive de Tt est 2z + In(x).

En multipliant équation par e?*™(®) = z¢2* clle se rééerit : (ze?*Z(x)) = ze®*Z'(x) + (2x +

A
1)e**Z(z) = 0 d’out les solutions Z(z) = Ze™*,
x

Le méme calcul qu'au b) donne ici (ze**Z(x)) = e* qui s’intégre en (ze**Z(z)) = e* + A d’on
1

Z(x) = —(e7" 4+ Ne™ ).
x

On peut aussi utiliser le 2.2)b) et appliquer la méthode de variation de la constante.

—t

T z ,—2t
11 suffit d’intégrer Z pour obtenir z(z) = / C dt+ A / eT dt + C. En introduisant
1 1

t

400 ,—t z ,—t +oo ,—1
R(x):/ ert:—/l ert+/1 ert

+o0 ,—t +o00 ,—2u x ,—2t 400 ,—2t
R(2x):/ e—dt:/ ¢ du:—/ e—dt+/ € at
2z t x u 1 t 1 t

Et de méme

On obtient z(x) = —R(xz) — AR(2z) + 1 oit A et p sont des réels quelconques.
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3)

e)
a)

b)

La solution générale y € S s’en déduit : y(x) = e*z(z) = —e"R(x) — A\e*R(2z) + pe® ou A\ et p

sont des réels quelconques.

En reportant R(z) = —In(z) — v+ o(1) et de méme pour R(2x) dans le 2.2)e) on obtient :

y(z) = e"(In(z) + v+ A(In(2z) +v) + u+0o(1)) = e*(In(x) (1 + X) + v+ A(In(2) +v) + p + o(1)).

Cette expression n’a une limite finie en 0 que pour A = —1 puisque In(z) tend vers —oo.

On a alors avec R(z) = S(z) — In(z) — v :

y(z) = e"(R(2z) — R(x) + u) = *(S(2x) — S(x) + ') pour # > 0 en posant ' = —In(2) + p.

En posant comme au 2.2)a) z(z) = e “y(z) = S(2z) — S(x) + ¢’ on calcule pour x # 0 :
l—e2 11— e% e

2 (z) = 28'(2x) — S'(z) = 2 — =

2z T Y
— —2x —x —2x
oy € "—e —e T4 2e
2 (x) = > + .
e~ T _ 6—233 e~ T _ —2x
Dot z2"(z) + (22 4+1)2/ (z) = ——————— + —e "+ 2 X 42 T —e ) F ———— =¢7%,
x x

C’est vrai aussi pour z = 0 donc z vérifie I'équation (*) pour tout z € R et par suite y(z) =
e”(S(2x) — S(x)+ ') vérifie 'équation zy” +13 — (x+1)y = 1. Comme S est développable en série
entiere on en déduit par application du produit de Cauchy que y est développable en série entiére
avec un rayon de convergence infini. Au 2.1) on a trouvé que 1'équation xy” + 3y — (x + 1)y =1
possede une unique solution possédant un développement en série entiere si on impose la condition
initiale y(0) = ap. On peut donc écrire O(x) = €*(S(2z) — S(x) + ap) pour tout x € R.
L’application du produit de Cauchy permet d’en déduire une expression de a,.

Complément : calculons une expression de a,,. On peut se limiter au cas ou ag = 0.

-1 n—1 M _ 1\ n
De 0(x Zanfn S(x)zz( i o etemzzx—'ondéduit:

n>1 n>1 (n') n>0

n k—1 2k 1 1 n n 2k 1
2:: ) ( : (n—k)! doit nlay =y (=1)*7 <k>(k)

k=1

On peut simplifier en écrivant : nla,, = Zn:/z(_t)k—l <Z> dtzfl ((11—_t2 — dt — Z/
gy [ Dt
AP AR e

k=1 1 k= 1
(-1
—

) 1
On obtient finalement a,, = - Z

On peut aussi retrouver cette expression en utilisant la relation (n + 2)2an+2 — Qpt1 — Gp =

0 et a3 = 1. On pose b, = nla, qui donne (n + 2)by42 — bypy1 — (n + 1)b, = 0 ou encore

(n+2)(bpt2—bpt+1) = —(n+1)(bpt1—by) qui avec by = 1 et by = 0 donne n(b, —b,_1) = (—1)"_1
n -1 k—1

dot by, = () g

k=1

Exercice 2 (Centrale PC 2016 — corrigé UPS)

Partie 1 (Une transformée de Fourier)

1) R:—I—ooetem:Z—

2) Pour z € Ret t > 0 posons g(t) =e

lg(t) =e

400 _n
T
n—0 n:
_tt_3/4€mt.

~1473/4 est intégrable sur |0, +oo[ puisque T'(1/4) existe.

’F est donc définie sur ]R‘
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(ixt)™
n!

. +o0 o0
3) En utilisant le développement en série entiere de e** on obtient : F(z) = / e t3/4 Z dt.

0 n=0
Appliquons le théoréme d’intégration terme & terme pour la série de fonction (Z fn) définie par
ixt)"
fu(t) = eitt73/4¥ (z étant fixé) :
n!
|z|"

e f, est continue et intégrable sur |0, +oo[ puisque | f,,(t)| = —|e_tt”_3/4 et que I'(n+1/4) existe.
n!

e La série (Z fn) converge pour tout ¢ > 0.

“+oo
e Si on choisit |z| < 1, la série de terme général u,, = / | frn(t)] dt converge.
0

n —+o00 n
En effet, u, = ]az\/ e tn=3/4 qt = "
0

' ‘ I'(n + 1/4). Pour n > 2, par croissance de la
n! n!

T n
fonction T', on obtient u,, < Qf(n +1) = |z|™ qui est le terme général d’une série géométrique
n!

convergente.

IS . \n
On obtient donc pour |z| < 1 en intégrant terme a terme : F'(z) = Z cn@ avec ¢, =['(n+1/4).
n!
n=0

n—1
Avec le résultat du I.A.2) on déduit : ¢, = ¢ H (k4 1/4) avec ¢g =T'(1/4).
k=0
: : - jz[" (iz)" |z["
La croissance de la fonction I' pour > n > 2 entraine que I'(n)—— n——| < I'(n+ 1)—‘ et
n! n!

2"
par suite

(ix)"

- ’ < |z|™. On en déduit que le rayon de convergence est égal a 1.

<

4) L’inégalité que 'on vient de montrer entraine qu’il n’y a pas convergence absolue pour |z| = 1 puisque
la série (Z 1) diverge.
n

5) Le développement en série entiere de F'(z) donne son développement limité en 0 & l'ordre 3 :

— 2 —ix3

F(x) :CO+C1Z'.'L'+CQ(72 ) + cs( G )+ o(z?).
1 5 45
dédui = _ -2 - :
On en déduit avec ¢y 400, Co 1600 et c3 6460
5 2 3 z 15 3 4 : ) .
R(z) = co(1 - 327 ) +o(x”) et I(x) = CO(Z ~ 128% )+ o(z*) (on obtient I'ordre 4 pour I(z) puisque

c’est une fonction impaire).

6) On applique le théoréme de dérivation sous le signe somme, aussi appelé théoreme de Leibniz (a faire).
Jr
Fllay=i [ /et ay
0
+o00 ) (ixz—1)t +oo . +o00 )
Intégrons par parties : F'(z) = z/ 1/ Aelie=1tq — it1/4?7 —*/ t3/4ele =Nty —
0 (lz—1)], 4Gz —-1)Jo

i
—ﬁF (z) puisque les limites en 0 et en +oo de 'expression entre crochets sont nulles. On a
ix —
) 1

donc bien F' + AF = 0 en posant A(z) = Az —1) 4z +1i)

T —1
A(@? +1)
On en déduit que (Fe®) = (F' + FG"e® = 0 d'ot F(z) = Ce~%®) avec C = F(0) = T(1/4).
On obtient donc F(x) =T(1/4)(1 + x2)_1/8ei Arctan @
8) F vérifie 'équation différentielle 4(z + i)y’ +y = 0.

1 ‘
7) On obtient A(z) = dont une primitive est G(x) = 3 In(1+ z?) — %Arctan x.

Partie 2 (Autour de la loi de Poisson)

ey k
D ex( =3 et =
k=0 °
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b) E(X) =G’ (1) = \.
V(X) =G%(1) + Gx(1) = (G (1))* = X2+ X=X\ =\
o(X) = VX

c) Puisque X et Y sont indépendantes on a Gxyy(t) = Gx(t)Gy(t) = eATHEN done X +Y a
pour loi P(A + p).

2) a) On montre par récurrence que S, a pour loi P(n\).

C’est vrai pour n = 1 puisque 51 = Xj.
Supposons, pour un entier n, que S, a pour loi P(nA). S, = X1+ ...+ X, et X, 41 sont indépen-
dantes donc le 2.1.c) montre que S,+1 = S, + Xp+1 a pour loi P(nA 4+ X) = P((n+ 1)N).
Le résultat est donc vrai pour tout n > 1.

b) E(S,) =nA et 0(S,) = VnA car S, a pour loi Z(n\).

1
E(T,,) = —(n\ — nA) = 0 par linéarité de ’espérance.
() = S(nh=n) =0 p p
1
Comme V(aX +b) = a*V(X), o(Ty) = (S, —\) =1

VA

c¢) Puisque 7, posséde une variance on peut lui appliquer 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
V(T,
P(IT, — B(T)| > ¢) < 2
P(|T,| > ¢) <e.

3) a) fl(z) = —ze 2™ et f'(z) = (22—1)e 2. Pour z > 0, f'(z) < O et f’ possede un minimum égal &
f'(1) = —e~Y/2. Puisque f’ est impaire on en déduit que pour tout 2 € Rona |f'(z)] < M = e~ /2,

1 1
donc P(|T,,| > ¢) < —. En choisissant ¢ > c¢(¢) = —= on obtient
c

NG

Soit (x,y) € R. L’inégalité des accroissements finis entre x et y donne

[f(@) = f(y)] < klz -yl

Avec k = sup{|f/(t)| | t entre x et y} < M
Cela entraine que f est M-lipschitzienne.

b) i) Pour x fixé posons g(h) = hf(x)— /m+h f)de. |g'(h)| = |f(z)— f(x+h)| < Mh pour h > 0.

On en déduit |g(h)] = g 0) = ’/ £) dt| < / (¢ |dt</ Mt dt = Mh—Q.
ii)
1 Tqt1n 1 Tkn) xk+1,n
|mkezfnf(xkn)_/%n Ig( - xkn f(f)dt>
M

1 M(g+1-p)

i Mm

2A\n 2\n

en appliquant le i) pour z = xy,, et h = = T + h).

1
m (Car Lk+1,n

1
iii) D’une part ona p—1 <nA+avnA < pdonca < z,, < a+ ——. Par suite lim z,, = a.

m n——+00

De méme, ¢ < nA+bvnA < g+ 1 doncb— < Tgn < b. Par suite hIJIrl Zgm = b.

1
vn

Tg+1,n
On en déduit puisque f est continue : lim t)dt = / f(x) dx.
n——+0o00 Tpon
M 1—
D’autre part 0 < ¢ —p < (b —a)Vn\ donc lim ((1+— =0.
n—+o0 2An

On en déduit avec le ii) :

. . Lq+1n b
Jim — 5 S = dim [ gy ae= [ f)da

kel L

10
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A k
c) i) Par définition, x ,VnA =k —nA donc yg, = (n) eh=nA,

k
L N2 (e NF V2R V2rkkE [n
On en déduit e = = —_.
Yk k! ekk! ek k! k
Puisque k € I,,, ona 1+ 2 < L <1+ b donc L a pour limite 1 quand n tend vers
" vn\ T nA T vVn nA

+00. Cela entraine que k tend vers +o0o quand n tend vers +o0.
V2rkkF
ek k!

tend vers 1 quand n tend vers 4oc0. Il est donc compris

D’autre part 1’équivalent de Stirling entraine que tend vers 1 quand k tend vers

V2 oy (nA)F
e n

Ykn k!
entre 1 — e et 1 4+ & pour n > Nj(e) ce qui démontre le résultat demandé.

+o00. Par suite,

k
ii) Pour k € I,, on a a < zy,, < b donc x,, est borné. De plus on a montré que - a pour limite
n

Al
Vi = n tend vers 0 quand n tend vers +oc.

Lk,n
x
k S INV/Y
1
On peut donc utiliser le développement limité In(1 +¢) =¢ — §t2 + o(t?) avec t = ka’n\/n)\.
On obtient :

n 1
In(yrn) —In f(xr,) = kln(l— %Vn)\) + T VA + fxzyn
,n 1 N n 1
— (=R = SRR VAR o (VIR ) + Vi + gk,

1 5 nA nA
= = 1——=+o(—)).
21.]6777/ ( k + O( k ))

k
Cette expression a pour limite 0 quand n tend vers +oo puisque xy ,, est borné et - a pour
n

limite 1.
Ykn

f('fk,n)
d) On déduit de la question précédente que :

(1-— (n\)kE (1+€

On en déduit que a pour limite 1 et on obtient I'inégalité demandée pour n > Ny ().

kGI kel, kGI
Avec le 2.3.b)iii) on déduit lim (N on _ 1 / f(z) da
e TL—H—OOk I, k! N V21 Ja
e) Pa<T,<b) =PnA+avnr < S, <nA+bvn Z P(S. ) puisque S, ne prend que
kel,
des valeurs entieres.
(nA)*

e donc lim P(a < T, < b) =

f) Puisque S, a pour loi P(nA), P(a < T, < b) = Z 5 Lim

1 b
IR
a
Pour ¢ > aon a P(T, > a) =P(a < T, <c¢)+P(T, > c). Soit € > 0. Avec la question 2.2.c) on
peut choisir ¢; tel que pour ¢ > ¢; on ait P(T,, > ¢) < P(|T,| > ¢) < e. D’autre part, puisque

1
f(z) = o(=), [ est intégrable sur RT, donc on peut choisir ¢y tel que pour ¢ > ¢y on ait

L e © o
Ner f(a:)da:—/a flz)dx| <e.

a

1 +o0 1 ¢
Pour ¢ > max(cq, c onaPTnZa——/ z) dz §2€—|—Pa<Tn<c——/ z)dx| <
(c1,2) ona P )maf(z P = | S@s
. 1 &
3e pour n > ng. Par suite ngmoo P(T, > a) = 7=, f(x)dx.

11
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Pour tout ¢ > 0, P(T,, = a) < P(a < T, < a+¢) qui tend vers ) dz quand n

)

tend vers +o0o. Comme cette intégrale peut étre arbitrairement proche de 0, on en déduit que
lim P(7, =a)=0.

n—-4o0o

| ) )
i P> 0= i Pz = [

+oo

i n<b)=1— lim P(T,, >b)=1—- —
nEIJIrlooP(T - b) 1 nﬁu}rloo ( = \/ﬂ/

4) a) Avecle2.2.c)onapourb < —c(e): P(T,, <b) <P(T}, > |b]) < e. Onen déduit avec lim P(T), <

n—-+o0o
+oo +oo
—1—\/§/ d$que[w f(x)dx = V2.

[nA
b) e A4, = Z P(S, = k) = P(S,, < n)) puisque S, ne prend que des valeurs entiéres.

1 oo 1
On a donc e ™ A,, = P(T}, < 0) qui tend vers 1 — —— / f(z)dx = = par parité de la fonction
V2w 2
f

1
On a donc A4, ~ ie”’\.
—nA —nA (n)‘)k
e A,+B,)=1+e avec k = |nA|. Comme k <nA<k+1lona:
k!
A)F k4 1) 1, 1
e ™ (nd) < e_ku ~ (14 =)F qui tend vers 0 puisque k tend vers +oo quand n
k! k! k™ ork

1 1
tend vers +oo et (1 + E)k a pour limite e. Par suite B;, ~ ie”)‘.

¢) ¢ ™Cy = 3 P(Sy = k) = P(S, < n) = P(T, < 1}? 7).

x)dr > 1—¢. Pulsquel A>0,ona

1-)
ﬁ\/ﬁzb

dz >1—¢. Onen

Pour tout € > 0 il existe b tel que

\ﬁ

pour n > ny. On a alors e ™\C,, > P(Tn < b) qui tend vers

1
V2m J-
déduit, puisque que e ™C),, < 1 (c’est une probabilité), que e " C,, a pour limite 1 si A < 1.

“+o0o

1-A
e ™D, = Z P(S, = k) = P(S,, > n) = P(T,, > —=+/n). Pour tout ¢ > 0 il existe a < 0
k=n+1 \/X

1 o0 1
tel ue—/ x)dr > 1 —¢e. Puisque 1 — XA < 0, on a
aue o= |, f(z) dz > q

- A
vn < a pour n > ny. On a

1 oo VA
f(x)dx > 1 —e. On en déduit, puisque que
V2T /a

e ™D, <1 (c’est une probabilité), que e " D,, a pour limite 1 si A > 1.

5) a) (n\)™" /On/\(n)\ —t)"e' dt = /Om (1 - nt)\)net dt.

t n
Définissons f,(t) = (1 - /\) el sit < nXet f(t) = 0sit > n\ et utilisons le théoréme de
n

alors €™ D,, > P(T}, > a) qui tend vers

“+oo
convergence dominée pour calculer la limite de / fn(t) dt
0

Chaque fonction f,, est continue sur R* (la limite & gauche en t = n\ de f,(t) est égale a 0).

et+n In(1—

Pour n > t on a f,(t) = 7x) qui a pour limite f(t) = et1=3) quand n tend vers +oo,

puisque nln(1l — —)\) ~ =y La suite (fy,) converge donc simplement vers la fonction f qui est
n

continue sur RT.

La majoration connue In(1 + z) < z entraine pour t < nA que f,(t) < el1=%) = f(t). C’est aussi

vérifié pour ¢ > n puisque f,(¢) = 0. La fonction f est intégrable sur [0, +o00[ puisque 1 — X < 0.

12
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Le théoreme de convergence dominée s’applique et donc :

‘ e o e B ot1=3%) +°°_ A
i ((m) /0 (nA— t)"e dt) _/0 Ft)dt = [(1—1) -

b) Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral a ’ordre n pour la fonction exp sur U'intervalle

[0,nA] :
n A k n\ A=)
et = Z () + / uet dt. On en déduit avec le résultat du 2.5.a) :
k! n!
k=0 0
2 (nA)F A (nA — )" A (mA)”
D, =e™ — (n :/ 2 etdt ~ dA<1
n =¢€ kz:% X A TR T g duen
O (r—t)m —t)n
6) Intégrons par parties : / (r ' ) el dt = [(r et} —i—/ (r ! 7 e't. Clest légitime : les
—0o n! (n—

intégrales existent car ((r —t)"e! = 0( 5) en —oo et l’express10n entre crochets a une limite en 0 et en

0 _
—00. On obtient/ (r l) et dt = +/

oo n!

1 ~ et dt. On continue & intégrer par parties et
(n—

on montre par récurrence sur k que :

0 —_ " n pn—k+1 —t
/ ) = T +/ (r etdt.
0o Nl n! (n—k+1)!

r—t) ” rt 0
On obtient finalement pour k =n : / (7 bt = — 4+ ...+ — + / el dt qui est égal & C,, si
o n! n! 1! o

on choisit r = nA\.

n 0 n
On a donc C), = (nA) / (1 — t) el dt.

n! —o nA

0
Appliquons & nouveau le théoréme de convergence dominée pour calculer la limite de / gn(t) dt avec
—00

gn(t) = (1 - nt)\)net :

Chaque fonction g, est continue sur R™.

Gl t(1—

Puisque ¢ < 0 on peut écrire g, (t) = —7x) qui a pour limite f(t) =e 3) quand n tend vers

+oo (comme a la question 2.5.a) avec f qui est continue sur R™.

La majoration connue In(1 + x) < x entraine que g, (t) < el1=%) = f(t). La fonction f est intégrable
1

sur | — oo, 0] puisque 1 — X > 0.

Le théoréme de convergence dominée s’applique et donc :

i 0 1 0 1 et1=%) A
Jim [ o= [0 -5 _Tx-r

A A"
On en déduit que C, ~ —— (nd) quand A > 1.
A—1 n!
Exercice 3 (CCP PC 2016)
10 0 1-— 1 0 0
1 n 1 1 100
D [4.=["1 - =] 0o 1-=— 0o |+=|0 11 :(1—)13+ ~H|
0 01 L " 1 "o 0o &
n 0 0 1——
100
2) a) H= [0 1 1] estune matrice triangulaire, son polynéme caractéristique est donc X (X — 1)2.
0 00
0 est une valeur propre simple, son espace propre est donc de dimension 1, et 1 est une valeur
0 00
propre double, et lerangde H—I = |0 0 1| est 1, donc, par théoréme du rang la dimension de
0 00

Pespace propre associé a la valeur propre 1 est 3—rg (H—1) = 2,

13
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3)

14

b)

d)

f)

Vous pouvez aussi faire les calculs classiques. Vous devez savoir faire cette question.

La matrice ) est triangulaire et n’a aucun 0 sur sa diagonale, donc det ) # 0 : ‘Q est inversible

1 0 0
On sait que, sionnote £ = |0 |, Eo = |1] et E35=|0|, HEy = E1 et HEy = E5, or, pour
0 0 1

diagonaliser H, on prend une base de vecteurs propres pour M3 1(R), et @ la matrice de passage
de la base {E1, E9, F3} a la base de vecteurs propres.

a 1 00 a
Il reste donc a trouver un troisieme vecteur X = | b | telque HX =0 <—= |0 1 1 b| =
c 0 0 0 c
0 —0 0
0] < { “= avec ¢ = 1 (d’apres ce qui est demandé¢), on trouve que X = | —1 | est
0 b+c=0 1
I’unique solution. On prend donc F3 = X.
10 0
Ainsi, sionpose Q = [0 1 —1|, alors, Q est inversible et QT'HQ = D <« |H = QDQ™'|.
00 1

On peut chercher a et b a partir de HQ) = QD.

: — - ), 1 s =
ngrfoo(An) = I3, en effet, pour tout (4,7) € [1, 3], nll)IJIrloo(An)Z,] = { 0 si itj

1) est linéaire, en effet,

Soit (M, M') € (M3(R))?, soit A € R,

YOAM + M) = QM + MNQ™ ' = XQMQ™ + QM'Q™" = Mp(M) + (M').

1 est une application linéaire de M3(R) dans M3(R), et ces deux espaces vectoriels sont de
dimension finie, donc, v est continue.

m (M;) = M, alors,| lim (QM,Q™") :ZEEFH V(M) = (M) =QMQ ™|

li
l—~+o0 L—+o0

Ainsi, si

Nous avons Q '4,Q = Q! [(1 - :L) I3+ TllH} Q= (1 — i) Q'L+ %QHQ*.

Ainsi, | Q14,0 = (1 - 1) L+iD=A,
n n

l { —
Pour n > 2, pour / € N, 4] = QD,Q L

1 1\*
Or, lim (DY) = D, car, 0 < 1—-= < 1= lim <1—) = 1, donc, lim (DY), =
£—+00 n £—~+00 n £—+00 ’
1 si i=j
. . > 2.
{ 0 si £ pour n
Ainsi, pour n > 2, , liT (Afl) = QDQ ' = H| d’aprés la question précédente.
— 400

Pour n > 2, A" = QD"Q™".
1 si i=j+#3

Ainsi, lim (Dy);; = et si i=j=3 pourn >2, car
n—-+o0 . .
0 si i#j
1\" 1 .
1-—) =exp({nln(l—— — e
n n n—-+o0
1 0 O 1 0 1 0 0 1 00
En conclusion, lim (A")=Q [0 1 0 |Q'=|0 1 —-1|]0 1 0 0 1 1| dapres
e 00 ¢! 00 1/\0o0e')\0o o1
la question 9.c).
1 0 0 1 00 1 0 0
Doty | lim (A7) =||0 1 — 1o 1 1|= 1 1—¢!
%
= 00 e*)\o o1 00 et
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