Lycée St Joseph Mercredi 4 mars 2026
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 7

Correction

Exercice 1 (CCINP TSI 2021)

Partie 1 (Marche aléatoire sur un carré)

1) a) R(e):<cos0 —sin@)

sinf cosf

b) Par définition, fs(x,y) = R(0) (a:) _ <cos€ —sin 0) (:1:) : soit | fo(z, y) = (w cosf — ysin@)

Yy sinf  cos# Yy xsinf + ycos 6

c¢) Par définition, laffixe de fp(z,y) est : (xcos — ysinf) +i(xsind + ycosh); or

(zcos® —ysinh) + i(xsinf +ycosh) = z(cosd +isinb) + iy(cosf + isinf) =| e (x + iy)

2) a) Tout d’abord, une conséquence du théoréme de d’Alembert-Gauss permet d’affirmer que ’équa-

tion complexe z" — 1 = 0 admet n racines (en tenant compte des mutiplicités).

-2k \ T .
Ensuite, soit k € [[Ojn — 1ﬂ ; (wk)n = (@zT> = el2kﬂ- = 1; donc wy, est racine de I’équation

Moivre

z"—1 =0, pour tout k € [0,n—1].|Les racines n—iéme de 'unité sont bien {wy, pour k € [0,n — 1]}

;2m j2m 2km (2k+2)7 .
b) 7"27r/n(wk) =e'nwp=e'me’ ' n =€ n onabien:

r?ﬂ'/n(wk> = W+1

-2X0X T S2X1XT . i2x2xw S2X3XT

c) Powrn=4;|lwy=¢€¢"4 =1;w =€ 1 =ij;wr=¢e" 2 =-1;wg=¢" 2 =—i

3) a) L’affixe A, 1 est obtenue a partir de I'affixe A,,, soit par une rotation dans le sens trigonométrique
T s . . . T
d’angle 5 dans ce cas A, 11 = €'2 A, ; soit par une rotation dans le sens horaire d’angle —5 et
dans ce cas
Apy = e '3 A, ; or la variable aléatoire D,, vaut 1 si la rotation s’effectue dans le sens trigono-

’ . . . ;T
métrique et vaut —1 si elle s’effectue dans le sens inverse, donc | A,,+1 = 2P A,

b) Les événement {(A4, =1),(4, =1i), (4, = —1), (4, = —i)} forment un systéme complet d’évé-
nement, donc, d’apres la formule des probabilités totales :

P(Any1=1) = P((Anp1 = )N(An = 1)) + P((Ang1 = )N (A = 1)) + P((Aps1 = )N (A = —1)) + P((Anp1 =
1) N (A, = —i))
L’événement (A,+1 = 1) n’est réalisable que si (4, = i) ou (4, = —i), donc P((Ap41 =

HN(A,=1)) =0et P((Aps1 =1)N (A4, =—-1)) =0; il reste :
P(Ans1=1) = P((An-H =1)N (4, = Z)) + P((An-H =1)N (A, = _i))
= P(An = i) Pa,=i)(Ans1 = 1) + P(An = =) P, =—i)(Ant1 = 1)

1
or 'aiguille se déplace dans le sens trigonométrique ou le sens inverse avec une probabilité de 3

1 1
donc : Pig,—jy(Ans1 =1) = B et Pa,——i)(Any1=1) = Ziona bien :

1 1
P(Any1 = 1) = S P(An = i) + 5 P(An = —i)




DST

)

d)
e)

f)

g)

h)

1 1
PAns1 = 1) = 5P(An = 1) + 5 P(4y = —1)

P(Apir = —1) = 2P(A, = i) + 2 P(Ay, = —i)

f 1

P(An+1 = _Z') = §P(An = 1) + §P(An = _1)

De méme, on a :

La matrice M est symétrique réelle donc ‘est diagonalisable dans R‘

La matrice M possede deux colonnes identiques, donc pas définition son déterminant est nul et

donc ’ M n’est pas inversible‘

1 1
0 - 0 =
1 2 1 2 1 —1
5 0 5 01— 1
M(1,-1,1,-1)=|2 | 2 L= o | done ML -1,1, 1) = —1- (1, - 1,1, -1);
03 0 3
12l ~1 1
2 2

on en déduit que

’ —1 est valeur propre de M associée au vecteur propre (1,—1,1,—1) ‘

M(1,1,1,1) = ; donc M(1,1,1,1) =1-(1,1,1,1); on en déduit que

N = O N = O
O N~ O N
N O NR O
O NI~ O N
— = = =
o

’1e vecteur (1,1,1,1) est un vecteur propre de M associé a la valeur propre 1 ‘

On note (e1, e, e3, €4) la base canonique de R*; Im (M) = Vect (Mey, Mes, Mes, Mey) ; soit

0 /Ly /oy /1 0y /!
1 2 1 2 1 2
Im (M) = Vect (2) , (1) % , (1) = Vect % (1) ; une base de Im (M) est
1 2 1 2 1 2
2/ N0/ A3/ O 2/ \0

ON| — ON| —

0

1

2
donc 5l

1

2

D’apres le théoréme du rang, on a : dim(R?*) = dim(Ker (M)) 4 dim(Im (M)) ;

on vient de montrer que dim(Im (f)) = 2, on en déduit donc que dim(Ker (M)) = 2.

Ker (M) est un sous-espace propre de M de dimension 2 ; de plus 1 et —1 sont des valeurs propres
de M donc les sous-espaces propres E; et E_j sont de dimension au moins égale a 1. On en déduit
que la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a 4, la dimension de R* et on
retrouve ainsi le fait que M est diagonalisable dans R.

P(A,=1) P(Ap41=1)

. | PA,=1) | | P(Ans=1)
SiU, = P(A, = —1) |} alors Up41 = P(Apy = —1)
P(A, = —i) P(A,+1 = —i)

Les résultats des questions Q38 et Q39 permettent d’écrire : U,41 = MU, ; on démontrerait par
récurrence que U, = M"Up. Un calcul de M™ en utilisant la relation M"™ = PD"P~!, avec P la
matrice constituée des vecteurs propres et D = diag(0, 0,1, —1), nous donnerait le vecteur U,.
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Partie 2
1) a) Si X suit une loi de Rademacher, alors X (2) = { — 1,1} ; en particulier X admet un nombre fini

de valeurs (2 valeurs exactement) donc | X € V((12)

Par définition, E(X) = Z zP(X =2)=(-1)xP(X =—-1)+1xP(X =1) = (—1)><1+1><1;

z€X(Q) 2 2
soit | E(X) =0
b) e La variable nulle suit une loi certaine et admet une seule valeur, 0, donc la variable nulle
appartient a V¢(£2).

e Soient X7 et X5 deux variables finies et A € R un scalaire. Alors la variable AX; + X5 prend
un nombre fini de valeurs et ainsi AX; + X, € V(Q2)

On a montré que | V;(£2) est un R—espace vectoriel
c) o Symétrie : (Y, X)=E(YX)=EXY)=®(X,Y); donc ® est symétrique.

e Bilinéarité : Soient X7 et X9 deux variables finies et A € R;
PAX1+X2,Y) = E(AX1+X2)Y) = EQAX 1Y + XoY) = AE(X 1Y) + E(X2Y) par linéarité
de lespérance ; donc ®(AX7 4+ X5,Y) = A\P(X1,Y) + P(Xo,Y); ainsi ® est linéaire a gauche,
et par symétrie, on en déduit que ® est bilinéaire.

e Positivité : ®(X,X)=E(X?*) = > a°P(X =1);avec P(X =z) € [0,1] et 2° > 0;

zeX ()

on en déduit ®(X, X) > 0 et ¢ est positive.

e Définie-Positivité : ®(X, X) = 0 sietseulementsi Z 2?P(X = x) = 0; or une somme

zeX(Q)

de termes positifs ou nuls est nulle si et seulement chaque terme est nul; donc Vo € X (),
22P(X = x) = 0; alors, soit P(X = z) = 0 et alors ’événement (X = x) est impossible ; soit
x = 0. Finalement la seule valeur possible pour X est 0 et ainsi X est la variable nulle.

® est symétrique, bilinéaire, positive et définie-positive ; donc | ® est un produit scalaire sur Vy(2)

2) a) e Soit i€ [I,n]; [|Xi]* = ®(X;, Xi) = E(X}) = Y 2*P(X; =x); or X; suit une loi de

1 1
Rademacher, donc || X;||> = (—1)% x 3 + (1)? x 5 ona bien [X;|| = 1.

e Soit ¢ 7& 7, (I)(XZ,XJ) = E(XZXJ) = Z Z $1$jp((Xl = l‘l) ﬂ(Xj = $])) ; X; et Xj
z,€X;(Q) z;€X;(0Q)
suivent des lois de Rademacher, donc :
(X, X;) = (=1) x (-1 P((X; = =) N (X; = —1)) + (1) x (DP((X; = -1) N (X; = 1))
+ 1) x (=D)P((Xi =1)N(X; =-1)) + (1) x (YP((X; =1) N (X; = 1));

de plus X; et X; sont indépendantes, donc :

(X, Xj)=(-1)x (-)P(X;=-1) x P(X; =-1)+ (1) x (1)P(X; =-1) x P(X; =1)
+(1)x(-HP(X;=1)xP(X;=-1)+ (1) x ()P(X;=1) x P(X; =1);
i1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1

DX X) = m X o X —— m X —dix—mo - -
(X Xj) =g x5 -5%5 5%t %X5= 3777111
Les (X;)

sont de norme 1 et deux a deux orthogonaux, donc :

i€[1,n]

g eeey n i i i
(X1 X,,) est une famille orthogonale de V() pour le produit scalaire ®

b) F = Vect (Xi,...,X,); la famille génératrice de F' est une famille orthonormale, donc est égale-
ment une famille libre ; ainsi cette famille est une base de F' et donc |dim(F) =n

c) Soit X € Vy(Q), indépendante des (Xi)ie[[l ]’

Soit i € [1,n]; ®(X,X;) = B(XX;) = Y > a2z P((X =2) N (X; = ;) ; soit
zeX(Q) z;e{-1,1}
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d)

X, X))= > ax(-DP(X=2)n(X;=-1)+ > zx(1)P(X=z)N(X;=1));et

TEX(Q) T€X(Q)
par indépendance :
=— Y 2P(X ==)x P(X; )+ Y aP(X =z) x P(X; =1)
zeX(Q) z€X(Q)
1 1 1 1
=— Y aP(X=ux)+ 3 Y aP(X=ux)= —5B(X) + 5 EB(X)
z€X () zeX(Q)

ce qui donne : ®(X, X;) =0, Vi € [1,n]; ce qui signifie que

X;+1
Tout d’abord, X; € {—1,1}; donc X; +1 € {0,2} et —* + € {0,1};
Xi +1

1 X;+1 1
deplusP( :O>:P(Xi:—l):etP< t :1>:P(Xi:1):2;

2 2

donc la variable

1 1
suit une loi de Bernoulli de parameétre 3

Ainsi X est une somme de n variables indépendantes de Bernoulli, d’apres le cours :

1
X suit une loi binomiale de parametres n et 3

Par définition, d(X, F) = || X — pp(X)||, ot prp(X) est le projeté orthogonal de X sur F défini
par :

or B(X, X;) ((zi: “) ) ;zn: E (X;X; + X;)

sii#j, B(X;X;)=0etsii=j, BE(X?)=1;donc ®(X,X;) =

Premiére méthode plus longue, mais utilisant des résultats intéressants :

D’aprés le théoréme de Pythagore : || X2 = |[pp(X)||? + | X — pr(X)|?; soit [| X — pr(X)|* =
1X[1” = (X))

[X|? = ®(X,X) = BE(X?) = V(X) + (E(X) )2, ou V est la variance de X. (On rappelle la

formule de Koenig-Huygens : V(X) = E(X?) — (E (X))Q) On a démontré que X suit une loi
1
binomiale de parametres n et 2 donc E(X) = np = g et V(X) = np(l —p) = % et ainsi
n n? n?4n
X|I2=="4+ - =
X2 =4 =

1 1
Dans la base orthonormale { X1, ..., X,,} de F', la variable pp(X) a pour coordonnées (2, - 2) ;

1\? 1\?
done pr(O12 = (5) +++ (3) =5
2 2
Finalement : || X — pp(X)|* = n Zn - Z = —etdonc: |d(X,F)=—

Deuxiéeme méthode plus courte :

Z‘I’l 1 " n 1 n
2 th(X):§;Xi5donCX_pF(X):Zz::lizfetY:X—pF(X)

On sait que X = Z

est une variable qui suit une loi certaine de valeur 5

2 2
V]2 = &(Y,Y) = B(Y2) = (;‘) < P (y - Z) = " x 1 et ainsi Y] = 5. On retrouve

Y
d(X,F) = g
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Exercice 2 (D’apres Banque PT 2023)

1) La fonction logarithme est définie sur |0, +o0|.

Etudions le signe de g(x) = m en fonction de z.
x —00 -1 -1/2 0 +00
x - - - 0 +
z+1 - 0 +
(22 +1)? + - 0 +
g(x) + 0 - - 0 +

Donc g(x) > 0 pour z €] — 0o, —1[U]0, +o0| :

‘DF =] — o0, —1[U]0, —i—oo[‘

2) La fonction g est une fraction rationnelle, donc € sur son domaine de définition, et le logarithme de
meme, donc par composition

‘ F est dérivable sur Dp

3) Soit x € Dg : Décomposez. Ne pas vouloir tout faire d’un coup.
Avec u = z(z + 1) et v = (22 + 1)?,

W=x+1+z=22+1
vV =2x2x 2z +1) =42z +1)
by (w\ v —u
g(l")—<v> 2
(22 4+ 1) —z(z+ 1) x 4(2z + 1)
(22 +1)4
(22 +1)% —da(x + 1)
(22 +1)3
_Ax? 4z +1—4(a? + 2)
N (22 +1)3
_4:1;2—|—4:1:—|—1—4332—4a?
N (2 +1)3

Ainsi,
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4) a) Soit = # 0. Posons u, = f(n)z?" ™! pour n > 1. Comme f(n) # 0, u, # 0 et

lunt1]  n(n+1)(2n+ 1)[z[?+3
[t (n+1)(n+2)(2n + 3)|z|?n+!
2n3
~ ol o el

Donc, d’apres la regle de D’Alembert,

e Siz? <1 (cest-a-dire |z| < 1), Zun converge absolument, donc converge.

e Siz? > 1 (cest-a-dire |z| > 1), Z |uy,| diverge grossierement, donc Zun diverge.

Ainsi,

b) « Rappeler » : il n’y a aucune justification a donner.

oo
+ "

In(l-z)=-> — e R=1
n:ln

c) i) La série géométrique a pour rayon 1, et s’écrit

Vu €] - 1,1], => u"

Avec u = 22, on en déduit que la fonction z — — est développable en série entiere de
x

rayon 1 et

1
1— 22

“+oo
= Z 22" et le rayon est 1
=0

ii) Soit z € R\ {—1,1}.
1 1 l4z+1—-2 2

11—z 14z (+2(l-2) 1-2

Donc

1 12 1/2

1—x2_1—x+1+x

Si on trouve une décomposition qui convient, c¢’est suffisant : on ne vous demande qu’une décomposi-
tion, pas de trouver toutes les décompositions, ou d’utiliser telle ou telle méthode spécifiquement.
+00
la fonction somme de la série entiére Z 2",
n=0

1
d) Soitg:;ch1

2

1 1
In ( + x) pour tout x €] — 1, 1[. Comme G(z) = = (In(1 + z) — In(1 — x)), il

Posons G(z) =

vient

1—=z 2
1 1 -1
G/ = — — =
(z) 2<1+x 1—x> 9(x)
D’apres le théoreme d’intégration terme a terme des séries entieres, la primitive G de g est
développable en série entiere de méme rayon 1, et

1
2

+00 x2n+1

Ve €] —1,1], G(w):K+22n+1
n=0

Comme G(0) =In(1) =0, K = 0. Ainsi,

1 1 +o0o 2n+41
ln< +$>: < et le rayon est 1 = R
2 11—z =0 2n+1
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e) Soit z €] — 1, 1[. D’apres 4b,
u
Yu €] —1,1], ln(l—u):—Z—
Donc en posant u = z2, il vient,

—zln (1 - x2> = —x <_ S (xQ)n> _ Jio g2+l

f) Suivons l'indication : soit x > 0,

2 2 4 20+ 1) (z+1/2)+2x(x +1/2) — dz(x + 1)

: T arl w12 2+ 1)z +1/2)
(x+1)2z+1)+2(2x+1) — 4(2? + )
z(x+1)(z+1/2)
2z +1)? —42? — g
oz +D)(z+1/2)
1
z(x+1)(z+1/2)

Ainsi,
1 1 1 4

* _1 - — —
Vn € N¥, f(n)_2n(n+1)(n+1/2) _n+n—|—1 2n +1

Remplagons : Soit z €] — 1, 1],

+00 x?n—i—l

Z fln)e™ ™ = Z “n(n + 1)(2n +1)

_Z< 4 >$2n+1
n n—l—l 2n+1

400 22+l +00 p2ntl +o0 g2+l
:Z - +Zn+1_47 ] Car le rayon de ces séries est 1
n=1 n=1
+00 2n+1 +00 2n—1 +00 2n+1
4=
I e =y
400 _2n—1
x 1+«
= —zln(l —22) — 2+ 421( ) D’aprés d et e
zln(l —2*) —x ngl + 4x n|{1—— pr
+oo m2n
Or, Z ~— = —1In(1 — 2?), donc, pour = €] — 1, 1[\{0},
n=1 n

+00
Zf(n)332"+1 = —zln(1 —932) — M —9n (1 -I-l‘) 43

Z — T

En factorisant 1 —x? = (1 —x)(1+x) puis en utilisant les propriété des logarithme, on trouvera P(x)In(1+
)+ Q(x)In(l — z) avec P et Q des fractions rationnelles simple. Ce n’est pas utile ici. Par contre, ¢’est
utile a la question suivante.

g) Imposons z < 1, on étudiera x = 1 a la question suivante. D’apres la question précédente,

+00 2n+1
T 1 14z
Vo €01, Y =— Z)In(1 —2?) — 21 3
© €01, —=nn+1)(2n+1) (x+x> a(l—a7) n(l—x>+ “

=3z — (a?—i—i) (ln(l—w)—i—ln(l—i—x)) —2In(1+2)+2In(1 —2)

:333—<$—2+i)ln(1—a})—(ﬂf—f—Q—i—i)ln(l—l—az)
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Tr—

1
Une fois ce calcul effectué, la seule forme indéterminée est lim <.l‘ -2+ ) In(1 — z), traitons le reste.
x
1
Or hm 3z—(x+2+—)In(l+2z)| =3—4In2.
x

1
Posons g(z) = (:L' -2+ ) In(l—z),etz=1—h

T
Toujours la méme technique pour une limite qui n’est pas en 0 : s’y /'(171/(271(‘1{3.
( 24— V(1 (1-h)

—_ — n —_ —_
1—-h

(=h—=14+1+4+h+o(h))In(h) limite délicate ¢ DL
=o(hIn(h))

Par croissance comparée, Igim g(1 —h) = 0. Ainsi,
—0

+oo p2n+l
li =3—4In2
251 (Z n(n+1)(2n+1)> "

<1

h) Posons, pour tout n € N* et tout =z € [—1, 1],

220+
n(n+1)(2n+1)

up(z) =

e Convergence normale de E Uy

[unlloc = f(n) sup [z[***1 = f(n)
z€[—1,1]

1 1
Ainsi, ||t |loo ~ 23 Or Z 3 converge (Riemann, o = 3 > 1).
Donc, par théoréme de comparaison, Z ||tn|lco converge.
Ainsi, Z u, converge normalement sur [—1, 1].

e Théoréme d’interversion de limite :

o Pour tout n € N*, u,, est continue sur [—1,1];

o E uy, converge normalement donc uniformément sur [—1,1];

+oo
Donc, par le théoréme de continuité des séries de fonctions, = — Z un(x) est continue sur
n=1
[—1,1].
En particulier, en z =1,
+oo “+o0o 1
lim lim u
z—>1n_1 Zz—ﬂ n ngl n(n—l—l)(2n—|— 1)

Or, en cas d’existence, limite z — 1 et limite z — 1,2 < 1 sont égales :

400 +o00 +o0 p2n+l
iy 35 )= i 3 ) = iy (8 )

r—1
z<1 n=1 z<1

Donc, d’apres la question précédente,

+oo

1
nz::l n(n+1)(2n+1) =3-4l(2)

1. £ =1 — h plutét que x = 1 + h pour avoir In h avec h > 0 plutot que In(—h) avec h < 0 : pur choix esthétique.
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Exercice 3 (E3A PSI 2023)

1) On veut P(Q2) = 1. Or ([X = i]);cx(q) est un systeme complet d’événements, donc

VieY(Q), P(Y=4)= Y P(X=in[Y=j)
iEX(Q)

Puis, comme (Y = j);cy () est aussi un systeme complet d’événements,

n+1

1=P(Q) =) P(Y =]
j=1

n+1n+1

=Y Y PUX =0 =)

Il
Q
3
M:
N
~.
I3
(-
~
3

! n ) n n
. On connait des sommes de < > pas de < >
S\ 1 k kE—1

Donc

2) Loide X : X(92) = [1,n+ 1]. Soit 7 € [1,n + 1].
La formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Y = j5) jellnt1) Sécrit

n+1

1 n
= an (z 7_1 1) Z (?) Changement d’indice

Donc, la loi de X est

Vie [Ln+1] ]P’(X—z')—21n<iil1>

X est une loi binomiale, avec un décalage d’indice (i — 1 au lieuw de i) : X —1 ~ B(n,1/2).
Loide Y : V() =[1,n+1].

Par symétrie des réles joués par X et Y, en échangeant X et Y, et ¢ et j, il vient

Vi€ [Ln+1] P(Y:j):;n(jnJ
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3) Soient (i,7) € [1,n + 1],

Donc

‘ Les deux variables X et Y sont indépendantes ‘

4) La variable aléatoire Z suit une loi binominale : Z(Q2) = [0,n] et
1 % 1 n—i
Vie[l,n], P(Z=i)=P(X =i+1)= <n> (2> <2>
i

Z ~ AB(n,

Donc

5)
De plus, E(Z) = np = n/2 : par linéarité de 'espérance, X = Z+1 entraine E(X) = E(Z)+1 =n/2+1.
Pour la variance, V(X) = V(Z + 1) = V(Z) (c'est du cours, mais on le retrouver vite via V(X ) = E((X —
E(X))?) : un décalage sur X ne change rien).

Or V(Z) = np(1 — p) =n/4, dou

[E(X)=n/2+1 et V(X)=n/4]

5) Par indépendance de X et Y,
bij = Pix—j)([Y =14]) =P(Y =1)

Donc, d’apres 2,

. 1 n
V(z,])e[[l,n—l—l]], blj:2n<2_1>

1 n
6) D’apres la question 5, b;; = ¢;, avec ¢; = ( ) Ainsi,

2 \i—1
C1 . C1
(6] e (&)
B—
Cn+1 --- Cp41
C1 1
Par conséquent, rg (B) =rg(| : |)€{0,1}. Or¢; = 7 # 0, donc rg (B) #0:
Cn+1
rg(B) =1

Rappel : Si A = ( ... ‘ Ch € Mpi1(R), rg(A) = dimIm A = dim Vect <('1....,(7,,,) : le rang est

dimension du sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A, car Im A = Vect (Cq,...,Cy).
C1
De plus, Im B est engendré par les vecteurs colonnes, donc, avec C' = o,
Cn+1

Im B = Vect (C) ‘
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D’apres le théoréme du rang, dimKer B =n+1 —rg(B) = n.

1 n
2n<i—1> 70

Comme, pour tout i € [1,n+ 1], ¢; =

1 —Xy — - — Tpyl
X = €KerB <— BX =0 L2
+— X =
Tn41
c1ry+ -+ c1rpp1 =0 Tn+1
—Zx2 —Tn41
T2 0
Cn+1x1+"'+cn+1xn+1:0 — 0 4+t
< 1+ -+xp41 =0 0
= T =—To— - — Tpyl 0 Tntl
-1 -1 -1
1 0 0
0 1
< XeVet(| : [,|o || |
0 0 1
Conclusion :
—1 -1 -1
1 0 0
0 1
Ker B = Vect ( Ao | )
0
0 0 1
7) a) Ecrivons le produit CL :
< % 5 lpy1 )
c1 c1 c1ly cil; c1lnt1
CL = : (b1 lny1) = . : :
Cnil Ci cily cily Cilni1
cnt1) \Cnt1l1 cnr1t; Cnt1lnt1

Donc

Si H= (h”) = (CL, alors V(’L,j) S [[1,n + 1]], hij = Cl'fj

b) D’apres les questions 6 et 7a,

11

B=CL avec L:(l

1) et C

C1

Cn+1

n+1
Tr B = Z c; = LC
i=1
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8) D’aprés b, B2 = CLCL = C(Tr B)L = (Tr B)CL = Tr (B)B.

9) D’aprés 8, B2 — Tr (B)B = 0 : un polynéme annulateur de B est P(X) = X2 — Tr (B)X.
n+1
Or Tr(B) =Y P(Y =i)=1,donc P(X)=X"- X =X(X-1).
i=1

Le polyndéme annulateur P de B est scindé a racines simples, donc, d’apres le théoreme de diagonali-
sation,

B est diagonalisable ‘

De plus, Sp (B) € {0,1}. Il y a 4 ensembles possibles pour Sp (B) : 0, {0}, {1} et {0,1}.
e Comme B est diagonalisable, B a au moins une valeur propre : Sp (B) # 0.

e Supposons que B n’a qu'une valeur propre A (0 ou 1 ici). Comme B est diagonalisable, il existe
P € GLy41(R) telle que

B =P\, )P ' = \PI, P! =\,

1
Or n > 1, donc by 541 n'est pas un terme diagonal, et by 41 = on #£0:B#Myy1.

Ainsi, Sp (B) # {0} et Sp(B) # {1}.
Conclusion :

[Sp(B) = {0,1}]

FIN DE L’EPREUVE
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