Lycée St Joseph Lundi 11 mars 2024
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 7

Correction

Exercice 1 (D’apres Banque PT 2023) 1) La fonction logarithme est définie sur ]0, +o0f.
z(x+1)

Etudions le signe de g(z) = 2r+1)? en fonction de z.
x —00 -1 —1/2 0 +00
x — - - 0 +
z+1 —~ 0 + + +
(22 +1)° + + 0 + +
g(z) + 0 - - 0 +

Donc g(x) > 0 pour z €] — 0o, —1[U]0, +o0] :
| D =] — 00, —1[U]0, +00[ |

2) La fonction g est une fraction rationnelle, donc € sur son domaine de définition, et le logarithme de
meme, donc par composition

‘ F' est dérivable sur Dp ‘

3) Soit & € Dp : Décomposez. Ne pas vouloir tout faire d’un coup.
Avec u = z(z 4+ 1) et v = (22 + 1)?,
W=x+1l+z=20+1
vVV=2x2x (20+1) =42z +1)
w\  uv—u
)= () = Yo

v v
2z +1)% —2z(z+1) x 42z +1)
(2x + 1)*
(22 +1)2 —dx(x + 1)
(22 +1)3

A2’ 4z + 14>+ 2)
B (22 +1)3
B 422 + 4o + 1 — 42 — 4z
N (22 +1)3
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Alinsi,

1
(x+1)(2x+1)

fla)= -

4) a) Soit z # 0. Posons u, = f(n)z?" ™! pour n > 1. Comme f(n) # 0, u, # 0 et

[unt1| _ n(n+1)(2n+ 1)[zP"*

lun|  (n+1)(n+2)(2n + 3)|z|2n+1
o2n3
~ ol o el

Dong, d’apres la regle de D’Alembert,
e Siz? <1 (cest-a-dire |z| < 1), Zun converge absolument, donc converge.
e Siz? > 1 (cest-a-dire |z| > 1), Z |un| diverge grossierement, donc Zun diverge.
Ainsi,
R=1

b) « Rappeler » : il n’y a aucune justification a donner.

o)
+ "

ln(l—m):—Z— et R=1
n:ln

c) i) La série géométrique a pour rayon 1, et s’écrit

1 RS
Yu €] —1,1], = "
wel-11l =3
n=0
Avec u = 22, on en déduit que la fonction z — 1 5 est développable en série entiere de
-z
rayon 1 et
1_3:2—21‘ et le rayon est 1
n=0
ii) Soit z € R\ {—1,1}.
1 1 l1+z4+1—-2 2

11—z 14z (+2(l-2) 1-2

Donc

1 1/2 1/2
2

1—22 1—-2 14z

Si on trouve une décomposition qui convient, c’est suffisant : on ne vous demande qu’une décomposi-

tion, pas de trouver toutes les décompositions, ou d’utiliser telle ou telle méthode spécifiquement.

1 =
d) Soit g:x— 1.2 la fonction somme de la série entiére Z zm,
- n=0
1 1+ 1 .
Posons G(z) = 5 In 1, ) pow tout x €] — 1,1[. Comme G(x) = 5 (In(1+2) —In(1l —x)), il
-z
vient 1 ) )
/ = — — _ —
G($)2<1+x 1—3:) 9()

D’apres le théoreme d’intégration terme a terme des séries entieres, la primitive G de g est
développable en série entiere de méme rayon 1, et

+o00 :E2n+1
Veel-1,1, G@)=K+)Y_
n=0

2n +1
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Comme G(0) =In(1) =0, K = 0. Ainsi,

2ln<1_x> :7;)2714_1 et lerayon est 1 = R

e) Soit z €] — 1,1[. D’apres 4b,
Yu €] —1,1], In(1 — u) Z*

Donc en posant u = 22, il vient,

“n(1-) = e (- 2

2)71, +o00 $2n+1

n=1

—_

3

f) Suivons Iindication : soit z > 0,

g+ 2 4 2@+ 1)(z+1/2)+22(x+1/2) —4x(x +1)
r z+1 x+1/2 z(z+1)(z+1/2)
(z+1D)2z+1)+ 222+ 1) — 4(z? + 2)
z(z+1)(z+1/2)
(204 1) —42? — 4x
x(z+1)(x+1/2)
1
T2zt Dz +1/2)

Ainsi,
1 1 1 4

* _1 - — —
Vn € N¥, f(n)_2n(n+1)(n+1/2) _n+n—|—1 2n +1

Remplagons : Soit = €] — 1, 1],

+00 x2n+1

+o0
T;f(”)“‘%ﬂ - Z < n(n+ 1)(2n 1)

_Z< 4 )x2n+l
n n+1 2n+1

+o0 2+l +oo p2n+l +o0 p2ntl

+ - Car le rayon de ces séries est 1
- n n:1n+1 — 2n+1

+o00 x2n+1 400 x2n71 400 2n+1
S (e )
+

2 — 2n + 1
400 2n 1
14+
— —zIn(l - 2?) — 4z — 21 Drapres d et
zln(l - 2?) x+nz:1 +4x n(l—x) wEmane
Or, Z— —1In(1 — 2?), donc, pour = €] — 1,1[\{0},

X

+o0
Zf(”)x%ﬂ = —zln(l —2?) - M _an(i—i_ ) + 3

En factorisant 1 —z? = (1—z)(1+x) puis en utilisant les propriété des logarithme, on trouvera P(z)In(1+
x) 4+ Q(z)In(l — x) avec P et Q des fractions rationnelles simple. Ce n’est pas utile ici. Par contre, c’est
utile a la question suivante.
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g) Imposons z < 1, on étudiera x = 1 a la question suivante. D’apres la question précédente,

400 2n+1
T 1 1+
v €]0, 1 = — =~ )In(1 —2?) — 21 3
© €0, 11, nz::ln(n—i—l)(Qn—i—l) (QH_:):) n(l—2%) n(l—x>+ v

=3z — (x—}—i) <1n(1—$)—|—1n(1—|—x)) —2In(1+2)+2In(l —z)

:356—<x—2+;)ln(1—m)—(x—i—?—i—i)ln(l—i—x)

1 , .
Une fois ce calcul effectué, la seule forme indéterminée est liml <.’1‘ — 24 > In(1 — x), traitons le reste.
T— xr
1
Or hm {33} — (a: +2+ ) In(1 —i—x)} =3—4In2.
T
1
Posons g(z) = <:U -2+ ) In(l—z),etz=1—h
T

Toujours la méme technique pour une limite qui n’est pas en 0 : s’y ranuvu;rﬂ

1
( —2+h>ln(1—(1—h))
=(-h—14+14+h+o(h))In(h) limite délicate ? DL
= o(hIn(h))

Par croissance comparée, ]llim g(1 —h) = 0. Ainsi,
—0

+00 m2n—|—1
I —3—4In2
ool (; n(n+1)(2n+1)> 54l

<1

h) Posons, pour tout n € N* et tout x € [—1, 1],
220+

n(n+1)(2n+1)

up(z) =

e Convergence normale de E Uy

[unlloo = f(n) sup |z[*"*' = f(n)
z€[—1,1]
1
2n3’
Donc, par théoréme de comparaison, Z ||tn|lco converge.

1
Ainsi, |[un|loo ~ Or Z —3 converge (Riemann, o = 3 > 1).

Ainsi, Z uy, converge normalement sur [—1,1].

e Théoréme d’interversion de limite :

o Pour tout n € N*, u,, est continue sur [—1,1];

o E uy, converge normalement donc uniformément sur [—1,1];

Donc, par le théoréme de continuité des séries de fonctions, x — Jio up () est continue sur
1,1). "
En particulier, en z =1,
. = = 1
I 2 Zibml“” =L i DD

1. £ =1 — h plutét que x = 1 + h pour avoir In h avec h > 0 plutot que In(—h) avec h < 0 : pur choix esthétique.
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Or, en cas d’existence, limite z — 1 et limite z — 1,2 < 1 sont égales :

oo +oo +o0 L2+
lim » wy(x) =1lm » wuy(x) = lim
z—1 e~ " 21 nZ::l " z>1 712::1 nn+1)(2n+1)

Donc, d’apres la question précédente,

+oo

712::1 n(n+1)(2n+1)

=3—4In(2)

Exercice 2 (E3A PSI 2023)

1) On veut P(Q2) = 1. Calculons la double somme suivante, finie :

n+1n+1

L=P@Q)=> > P(X=in[Y =)

n+1 n n+1 n » .
=« On connait des sommes de , pas de
2 ( ") (:f ") (1) #or e (1)

Donc

04247

2) Loide X : X(Q) =[1,n+1]. Soit i € [1,n + 1].
La formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements (Y = j);e[i n41] 8'écrit

n+1
P(X =i)=Y P(X =i|n[Y =j])
j=1
B n+1i n n
—ar\i-1)\j-1
1 n
o (z 7_1 1 jz::,) (?) Changement d’indice

Donc, la loi de X est

1—1

Vie [L,n+1] ]P’(X:z'):21n<.n >

X est une loi binomiale, avec un décalage d’indice (i — 1 au lieuw de i) : X — 1 ~ AB(n,1/2).
LoideY : Y(Q) =[1,n+1].

Par symétrie des roles joués par X et Y, en échangeant X et Y, et i et j, il vient

Vi€ [1,n+1] P(Y:j):;n(j:)
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3) Soient (i,7) € [1,n + 1],

Donc

Les deux variables X et Y sont indépendantes ‘

La variable aléatoire Z suit une loi binominale : Z () = [0, n] et

4)
P(Z=i)=P(X =i+1)= <rz> (;) <;>n

Vi e [1,n],

Donc
1

5) Par indépendance de X et Y,
bij = Pix—j([Y =1]) =P(Y =1)

Donc, d’apres 2,
. 1 n
V(i,j) € [1L,n+1], bij:2n<i_1>

1 n
D’apres la question 5, b;; = ¢;, avec ¢; = on ( 1). Ainsi,
i—

6)
C1 C1
C2 C2
B =
Cn+1 Cn+1

C1
1
Par conséquent, rg (B) = rg ( ) €{0,1}. Or 1 = o # 0, donc rg (B) # 0 :

Cn+1

rg(B) =1

Cy,...,Cy) : le rang est

/N

Rappel : Si A = ( Cr ... ‘ Ch ) € Mp+1(R), rg(A) = dimIm A = dim Vect

dimension du sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de A, car Im A = Vect (C1,
C1

L, Ch).

De plus, Im B est engendré par les vecteurs colonnes, donc, avec C' =
Cn+1

Im B = Vect (C) |

D’apres le théoreme du rang, dimKer B=n+1—-rg(B) =n
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C toutic[Lnt+1],e=—(." ) +0
omme, pour tout 4 ,n T P ,
xy —Tg — = Tptl
X = eKer B <— BX =0 T2
— X =
Tn41
c1xy + -+ e =0 Tnt1
— —h2 ~Tntl
T2 0
Cn1Z1 + -+ Cpp1Tpgr = 0 - 0 |+... 5 :
= T+t Tpp1 =0 0
— T1 = —T2— " — Tptl 0 Tn+1
-1 -1 -1
1 0 0
0 1
— XeVet(| : [, o] |
3 0
0 0 1
Conclusion :
—1 —1 -1
1 0 0
0 1
Ker B=Vect([ - |, o |+
0
0 0 1
7) a) Ecrivons le produit C'L :
( 2 4l )
c1 c1 c1ly c1lj c1lnyt
CL = (b1 lpy1) = :
Cnil ci cil cil; cilni1
cnt1) \Cn+1l1 Cni1l; Cnt1lni1

Donc

| SiH = (hyj) = CL, alors ¥(i, j) € [L,n+1], hij = c;4; |

b) D’apres les questions 6 et 7a,

B=CL avec L:(l

1) et C=

C1

Cn+1

c) TrB:Zci:LC’

n+1

i=1
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8) D’aprés b, B2 = CLCL = C(Tr B)L = (Tr B)CL = Tr (B)B.
9) D’aprés 8, B2 — Tr (B)B = 0 : un polynéme annulateur de B est P(X) = X% — Tr (B)X.

n+1

Or Tr(B)= > P(Y =i)=1,donc P(X) =X*-X =X(X—1).
=1

Le polynéme annulateur P de B est scindé a racines simples, donc, d’apres le théoreme de diagonali-

sation,

B est diagonalisable ‘

De plus, Sp (B) C {0,1}. Il y a 4 ensembles possibles pour Sp (B) : 0, {0}, {1} et {0,1}.

e Comme B est diagonalisable, B a au moins une valeur propre : Sp (B) # 0.

e Supposons que B n’a qu'une valeur propre A (0 ou 1 ici). Comme B est diagonalisable, il existe

P € GL,11(R) telle que

B =P(\,41)P ' = \PI, 1Pt =\,

1
Or n > 1, donc by 541 n'est pas un terme diagonal, et by p41 = on #£0: B#AM,1.

Ainsi, Sp (B) # {0} et Sp (B) # {1}.

Conclusion :

Sp(B) = {0,1}]

Exercice 3 (CCINP PSI 2023)

Partie I - Un développement en série entiere

1) La rayon de convergence est R =1, et

n—1
+oo +m)II(a47k)
o ala—1)...(a —=n+1) , = n
Ve €] —1,1], (1+4x) :Z‘; " x :Z%HTJJ
2) P =——
) Pour « 5
n—1 n—1 1
[T-m=T[5-H
k=0 k=0
n—1
n 142k
= (1" T —
k=0
()" . . A .
= "on (2k+1) Puis on fait apparaitre les termes pairs
k=0
n—1 n
(2k+1) J] (2k)
_ (=D k2o k=1
2n n
I]2k)
k=1
(=1)" (2n)!
2n n
2n [ %
k=1
n (2n)!
= D 5o
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Ainsi, pour a« = —1/2, et en évaluant en —z, la formule de la question 1 s’écrit, pour tout = €] — 1; 1],

n—1

oo L1218

1 k=0 n
11—z nzzo n! (=2)
= (2n)! (=D)"
= (—1)"2%”‘ o x" D’apres le calcul précédent
n=0 ’
=1 (2n)
= Zﬁ n |
n=0

Partie II - Probabilité de retour a ’origine

Dans toute cette partie, il ne faut pas hésiter — comme toujours — a nommer les objets. Ici, nommer les variables
n

p i X[ + 1 X/ +1
aléatoires 5 et Z 5

t=1

Xie+1

3) Soit t € N* et YV} = . X (Q) = {—1,1}, donc Y;(2) = {0,1}. Ainsi, Y; suit une loi de Bernoulli.

Toujours déterminer X (). Toujours. Puis étudier les évenements avant de calculer des probabilités. Toujours.

X +1
== (T3 =1) =(xi=1)
Donc
P(Yi=1) = P(X; = 1) = p
Ainsi,
X;+1
t2 ~ B(p)

Posons Z,, =Y1 +---+Y,,.

Comme (X1, ..., X,) sont mutuellement indépendantes, par le lemme des coalitions, (Y7,...,Y,,) sont
aussi mutuellement indépendantes.

Ainsi, Z,, est la somme de n variables aléatoires indépendantes de méme loi de Bernoulli %(p).

Donc Z,, ~ A(n,p) :

Xi+1

n
Pour tout n € N*, la variable aléatoire Z
t=1

suit une loi binomiale de parameétres (n, p)

4) Soit n € N*. Exprimons I’événement (S,, = 0) a l'aide de Z,, :

"X +1
2

Ly =
t=1

! ((ZXt) +n>

t=1

= %(Sn +n)

Donc S, = 2Z,, — n, et (Toujours étudier les événements avant de calculer des probabilités)

(Sn=0) = (Zn =n/2)
Or Z,(92) = [0,n], donc, si n est impair, n/2 ¢ N et P(Z,, =n/2) = 0.
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Sinon, comme P(Z, = k) = <n>pk(1 —p)" ¥ pour k € [0,n],

k
v — (g) (p(1—p))

0|3

si n est pair

0 sinon.
5) Calculons un équivalent :
2n
Uz = ( )(p(l —p)"
n
(2n)!
- )"
2
V2m2n (%) "
~————— 1 —p)" D’apres Stirling
2mn, (2
22n
~ \/ﬁ(p(l —p)"
1
~ 7ﬁ(4p(1 —p)" Il faut donc étudier la position de 4p(1 — p) par rapport a 1.

Posons, pour tout z € [0,1], g(x) = 4x(1 — x) = 4(z — ).
Yz € [0, 1], g (x) =4(1 - 2x)

D’ou le tableau de variations

z |0 1/2 1
g'(x) + 0 -
1
g / \
0 0

Donc, pour tout p €]0, 1[, 4p(1 — p) €]0, 1], et donc 0 < (4p(1 — p))"™ < 1, puis

lim w9, =0
n—-+4o0o

Ce qui signifie que la probabilité de retour a 'origine u,, = P(S,, = 0) tends vers 0 lorsque n tend vers
+00.

Partie 111 - Nombre de passages par 'origine

6) T, compte le nombre de passage a l'origine a l'instant 2n, c’est-a-dire apres 2n déplacements.
7) O2;(2) = {0,1} donc Oy; suit une loi de Bernoulli. De plus (Toujours étudier les événements avant etc.)

(Og5 = 1) = (525 =0)
Ainsi, si j € N*
P(Ogj =1) = ug; = (2;) (p(1—p))’

0
0

VjeN, Oy~ ((2;> (p(1 —p))j>

Et pour j =0,P(Og=1)=1= < )(p(l —p))°. Ainsi

10
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27 , "
De plus, E(O;) = (jj> (p(1—p))? (Loi de Bernoulli). Comme T,, = Z 0o, par linéarité de I’espérance,
=0
E(T,) =Y E(Oy) = - | (p(1 = p))
=0 j=o \J

1
8) Sip# 3 d’apres ’étude de fonction effectuée a la question 5, 4(p(1 — p)) €0, 1].

Donc on peut évaluer I'égalité de la question [2jen z = 4p(1 — p) :

1
e 22%( >4p<1— D)
I fon
=Z<n>(p(1—p))”

n=0
= lim E(T})

n——+o00

27 ; .
Au brouillon, il est plus naturel de partir de lim E(T,) = Z < ,’,]> (p(1 —p))? et d’essayer de faire apparaitre

n—-+oo <
=0

la formule du . On constate alors que © = 4p(1 — p). Et on se pose les questions suivantes : est-ce qu’on peut
appliquer la formule (Zu, en x = 4p(1 — p) ? Est-ce qu’on aurait, par hasard, montré la convergence de la suite
E(T,) au passage ?
Puis on rédige : en partant de ce qui converge (donc pas de convergence a montrer, déja fait!), et en vérifiant
bien les hypothéses avant tout (x = 4p(1 — p) €]0, 1 sorti du chapeau).
Donc lim [E(T),) existe, et

n—-+00

lim E(T,) = !
n—too 1—4p(1—p)

Ainsi, lorsque le nombre de pas augmente (tend vers +o0), le nombre moyen de passage a l'origine
plafonne, et tend vers une limite finie : il y a un nombre (moyen) fini de passage a 'origine.

9) Montrons par récurrence que la propriété :

2n+1(2n

est vraie pour tout n > 0.
e M : est vraie par hypothese, car Ty = 1.
e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie. D’apres 7,

2n +2 1
E(Th41) =E(Ty) + (n +1 > 92n+2
2n+1(2n 2n 4+ 2 1
T o <n>+<n+1>22”+2 (Hn)
. 1 2n + 2 4 ) (n+ 1)'2 1 Au brouillon, écrire le but, pour
Tont2\ o] n|2(2n +2)! guider les calculs.

1 [(2n+2 42 (2n)!n'%(n + 1)? 1
Co22nt2\ 41 n'2 2n +2)(2n + 1)(2n)!
1 [(2n+42) (4(n+1)7
C2mA2\ ] 2(n + 1

_2n+3(2n+2

T 92n42 n+1
Donc H, 41 est vraie.

11
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2 1(2
« Conclusion :|¥n >0 E(T,) = o~ <n>
n

1 = 1 2n =
= E z" et g < > " = g anpx”
— /1 92n
1 . n=0 n=0 2 ! n=0

Donc leur produit, via le théoréme sur le produit de Cauchy, s’écrit, sur ] —1,1],

1 73/) +oo n +oo n 1 2% .
A—ovi—z 179 =2 > ma" ZZM( )

n=0 k=0 n=0 k=0

Car ¢,, = E agby,_1 avec b, = 1.

“+o0

P — 2 A~ - \ s . . \ s . .\
Or (l — .’1’) 172 g anx” entraine, par théoréme de dérivation terme a terme des séries entiéres,
n=0
1 +oo
- —3/2 — 1
Vo €] —1,1], 5(1 —x)73/% = E na,r" !
‘ n=0

D’o1, par unicité du développement en série entiére,

n

Vn € N Z ar =2(n+ 1)ap41
k=0

Avec quelques calculs, on retombe sur le résultat montré par récurrence.

n 22n
n VTN

D’apres les calculs de la question 5,

Donc

2n+1  2y/n
BT~ ~
D’ou

lim E(T,) = +o0

n—-+oo

Sip=1/2 (cas +1 et —1 équiprobables lors d’un déplacement), alors le nombre moyen de passage a
I'origine tend vers +oo lorsque le nombre de pas tend vers +oc.

Exercice 4 (CCINP PSI 2023)

Partie I - Diagonalisation et puissances d’une matrice particuliere

1) La matrice M(a,b) est symétrique réelle, donc, d’apres le théoréme spectral,

M (a,b) est diagonalisable dans une base orthonormée

2) Calculons :
b+ (n—1)a

M(a,b)V = : =(b+(n-1)a)V
b+ (n—1)a
Donc, comme V' # 0,

V est un vecteur propre de M (a,b) pour la valeur propre A =b+ (n — 1)a

12
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3) Comme toujours, si le cas n quelconque vous trouble, testez pour n petit.

Déterminons le polynéme caractéristique de M(1,0) :

P1o(X) =det(X1, — M)

X -1 ... ... -1
-1 X
X -1
~1 -1 X
1 -1 -1
1 X
=(X-(n-1)11 -1
: —1
1 -1 -1 X
1 0 0
1 X+1
=(X-(Mn-1))1 o
: : . . 0
1 0 ... 0 X+1

Conclusion :

C1<—ZC]‘

J=1

Vi>1, Cj+— Cy+C;

Triangulaire inférieure

Pro(X) = (X —(n-1))(X+1)"

4) Le calcul de P, est identique a celui de Py o, mais non nécessaire ici.

Pap(X) = det(XT,, + bI, — aM(1,0))
= a" det ((X + b)In — M(0, 1))

a

X -9
= a"PLO (a >

Conclusion :

X —b>
Poy(X) = a"Pyg (a)

Ainsi Pop(X) = (X —b—(n—1a)(X —b+a)"":

car a # 0

Les valeurs propres de M (a, b) sont A = b+ (n — 1)a de multiplicité 1
A = b — a de multiplicité n — 1

Car b+ (n—1)a =0b — a si et seulement si a = 0 ou n = 0, ce qui est exclu ici.

5) Simplifions la formule :

M(a,b) — (b—a)l, =bl, +aM(1,0) — bl + al,

=abM(1,1)

M(a,b) — (b+ (n —1)a)l, = bl, + aM(1,0) — b, — (n — 1)al,

=aM(1,1) — nal,

13
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6)

7)

14

7
Donc
Qap(M(a,b)) = (M(a,b) — (b — a)In)(M(a,b) — (b+ (n —1)a)ln)
=a’M(1,1)(M(1,1) — nl,)
= a?(M(1,1)? = nM(1,1))
1 ...1
Or M(1,1) = | : : |, puis M(1,1)> = nM(1,1). Ainsi,
1 ...1

Qap(M(a,b)) =0

Sia #0, Qqp est scindé a racines simples (b—a # b+ (n—1)a) donc, par théoreme de diagonalisation,
M (a,b) est diagonalisable.
Sia=0, M(0,b) =bI, est diagonale, donc diagonalisable. Ainsi

‘M (a,b) est diagonalisable ‘

D’apres le théoréme de division euclidienne, il existe B € C[X]| et R € C[X] tels que
X% =BQ.p+ R avec deg(R) < degQqy (1)

Or deg(Qqp) =2, donc R = aX + [ de degré 1. On évalue (I) en X =b—aet X =b+ (n—1)a

{ (b—a)*=Bb—a)x0+alb—a)+7
)
)
)a)

b4+ (n—1a)*=Bb+(n—-1)a)x0+alb+(n—1)a)+p

k

(b—a b

)+ B

II

a(
(b4 (n—1)a)* = alb+ (n—1)a)+ 8 Ly+— Ly— Ly

—~

b—a)=ab—a)+p

{ (n —1)a)* — (b—a)* = ana Ora#0

II

b+ (n - l)a)k ~ (b= )*]/(na)

<~
5:1)—@ —a(b—a)=(b-a)f = (b—a)|[(b+ (n—1)a)* — (b - a)*]/(na)
Donc
. (b+(n—1)Zik—(b—a)kX+(b_a)k_ (b—a)[(bﬂn;i)a)’“—(b—a)’“}

En évaluant (1)) en X = M (a,b), comme Q, (M (a,b)) = 0, il vient M(a,b)* = R(M(a,b)), c’est-a-dire

(b+ (n—1)a)f — (b= a)[(b+ (0 = Da)* — (b—a)*]

=) )+ | - ar -

M(a,b)k = I,
na na
Grouiik.
Comme combinaison linéaire de suites géométriques,
k k
b -1 k_b_ k (b—a) (b+(n—1)a) —(b—a)
lim (bt (n=la)? = (b—a) =0 et lim (b—a)f— { } =0
k—+oo na k—+o00 na
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De plus, par opération sur les limites de suites dans un espace vectoriel normé,

lim M(a,b)* =0x M(a,b)+0x1,=0

k——+o0
Ainsi,
lim M(a,b)* =
. M(a,b)" = 0.4,
Partie II - Limite des puissances d’une matrice

8) a) Par définition de T', u(e1) = Aie;. Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: uF(e1) = Mey

est vraie pour tout k > 0.
o Ho : Comme u” = id cn, u®(e1) = Nes.
e Hj =—> Hypy1 @ Supposons Hy vraie.

ut(er) = u(uf(er))

= u(\fer) (Hr)
= Mu(er) linéarité de u
= )\]f+1€1

Donc Hj41 est vraie.

e Conclusion : |Vk >0 uf(e;) = Mey

b) Pour tout k € N, d’apres 8a,

vecteur
k kE ~~ k
[u®(eD)[| = [| AT “ex”[| = [Ax["|lea]
—~
scalaire
Or, par hypothése, |A;| < 1, donc lim |M\|* = 0.
k——+o0

Ainsi, par opération sur les limites,

m uF(e;) =0

Hm (el =0 puis | lim

9) La matrice de u dans % est T' = (a;;). Par définition de la matrice d’une application linéaire dans une
base,

n
u(eiy1) = Z QAf,i+1€k
k=1

Or T est triangulaire supérieure, et agr = Ax :
i
w(eir1) = Aip1€ie1 + Y Qkit1€k
k=1
i
Comme z = Z ak,i+1exr € Vect (€) e
k=1

dx € Vect (ej)jeﬂl;i]]7 u(eir1) = Niy1€i41 + @

Montrons par récurrence que la propriété :

k—1
Mo uFleinr) = Me + Y A" u™(2)
m=0

est vraie pour tout k > 1.

15
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10)

16

a)

Z M (@) = N Tl (@) =

Donc H1 d’apres ci-dessus.

Hy = Hi11 : Supposons Hy, vraie.

WF 1 (ei1) = uF (u(eitr))

k
=u ()\i-f—lei-i-l + a?) (Hl)
= Nip1uF (eipr) + uF(2) u linéaire
k—1
k 1 k
= Aig1 (Amem + AN T (@ )) +u(x) (M)
m=0
k—1
_ k41 k4+1-m—1, m ktl—k—1, k
= Mirein + ) A u™(x) + A (2)
m=0
k+1 k—m—1 u™
i1 €it1 + Z Ait1 (2)
Donc Hyyq est vraie.
i k _\k k 1
Conclusion : |VE > 1 u”(ej41) = A\j 1€i+1 + Z Nippu™ ()
=0
Cette question utilise une méthode de type « Cesaro » pour déterminer la limite de la sommye
clairement délicate.
Par inégalité triangulaire,
k-1
* k—m—1 m k—m—1, m
VEeN', | Z Aiv1 @) <D il [[u™ ()]l
e
En notant ¢ = |\j+1| et an, = ||u™(2)]], on va montrer que
lim amg” " =0
k—+o00 Z md
m=0
puis conclure par majoration.
e Montrons que lim a,, =0 : Soit m € N.
m——+00
i
Onazx= Z zje; € Vect (€)) e, donc u™ Z xzju"™(e;) par linéarité de u™

j=1
Or, par hypothese, pour tout j € [1;4], lim u ( j) = 0.
m—-+00

Donc lim u™(z) =0 comme combinaison linéaire de limites nulles :

m——+0o0
lim a, =0
m——+0o0 m
k—1
e Montrons que lim Z am@” ™1 = 0. Soit £ > 0.
k—4o00 m—0

Comme lim a,, =0, il existe my € N tel que
m—+400

VYm = my, 0<am<e

. Elle est
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Soit un mq qui convient. Ici, méme idée que pour Cesaro
k—1 mo—1
k—m— k— 1 -1
2 amd "= ) amg " +Zamq o
m=0 m=mo
Ak By,
Or
k—1
—m—1
> amd" "
m=mg
k—1
< Z eqk_m_l Car m = my
m=mg
k—mg—1
Z q" Changement d’indice (pointillés au brouillon)
m=0
€ L
< 1 Somme géométrique, g € [0, 1].
—q
Et, pour Ak, qui est une somme d’un nombre fini de termes,
mo—1
= Z amg" ™! Or g € [0,1[ donc ¢F=™m 1 L gF—mo~t
m=0
mo—1
< Z amgt Mot Car ay, =0
m=0
mo—1

< Kghmmo~! avec K = Z a,, constante par rapport a k
m=0

Comme ¢ € [0,1], lim ¢"™0~1 = 0, posons ko = mg tel que
k——+o0
Vk > ko, KgF—mo—1 L ¢

Ainsi,
k—1 . 1
Yk > ko, 0< mel— AL+ BL< (1
0 mzzoamq k 1+ Dk ( +1_q)€

par (1 —q)e/2 lors du choiz de

Si on veut étre trés propre et couper les € en morceauz, on remplace €
<Ap+Bp<e

mg, et € par /2 lors de celui de kqg. Alors, on trouve (

Par définition de la limite,
k—1
lim amg" ™1 =0
k—4o00 Z md
m=0
e Conclusion : Comme
k—1 k—1
k—m—1 k—m—1
Z Nl u(x)|| < amq "
m=0 m=0
par encadrement,
lim AFem=Lym(z) || = 0
k—+o00 Z i+1 ( )

b) Cette question est nettement plus abordable

D’apres la question 9,
Vk € N*7 uk(ez—i-l) - )‘H-lez-i-l + Z )‘erlm ! m(l,)
m=0

17
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11)

12)

13)

18

k—1
Or d’apres 10a, li A ™ () = 0.
r d’apres 10a, k—lgloomzzo i1 u(x)

Et, comme |\; 1] <1, lim Ne =0, puis lim AF_ e 1 =0.
) | i+ ’ ’kﬁJroo i+1 y P koo i+1%1+

Ainsi, comme combinaison linéaire de suites convergentes, il vient

li kleir1) =0
A o)

Nous venons de montrer par récurrence que

Vie[l,n], lim uf(e;) =0

k—4o00

Initialisation a la question 8b, hérédité a la question 10b.
Notons (tl(f)) = T* les coefficients de T*. Soit j € [1,n] fixé. Par définition,

Vi e [1,n], uk(ej) = th(f)ei
i=1

Donc (tgf))@ est le vecteur colonne des coordonnées de u”(e;) dans la base 2.

Or, comme klim uF (ej) = 0, toutes ses coordonnées tendent vers 0 :
——+o00

Vi€ [L,n], lim t% =0

k—4o00 i

Ainsi, tous les coefficients de T* tendent vers 0 lorsque k — 400 :

lim TF =0

k—+o0

La aussi, c’est abordable.
Comme C est algébriquement clos, le polynéme caractéristique de A est scindé. Donc, d’apres le
théoréme de trigonalisation, A est trigonalisable : soit P € GL,(C) et T triangulaire supérieure telles
que

A=pPTP!

Les termes diagonaux de T sont les valeurs propres de A, donc vérifient |A\;| < 1 pour tout i. De plus,
par récurrence,

Vk € N, Ak = prkp-1

D’aprés la question 11, lim 7% = 0.
k——+o00

Par continuité de 'application linéaire M — PM P~ sur ., (C) de dimension finie,

lim A% =0

k—4o00

Partie III - Application a la méthode de Gauss-Seidel

M est triangulaire inférieure, et les coefficients diagonaux vérifient

n

Vie [Lin], laii > Z |ai ;| >0
j=1
J#i

n
Donc det M = H ai; > 0, en particulier non nul :
i=1
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M est inversible ‘

14) Comme AX =Y et A= M — F, alors
AX=MX-FX=Y

Comme M est inversible, il vient
X-M'FX=M"1y

Avec B = M~'F, on trouve donc

X =BX+ My
| |

15) Par définition, BV = AV. Or B = M~'F, donc en multipliant par M,

FV = )\MV

Effectuons les produits matriciels : comme F' est triangulaire supérieure stricte,

Vi € [[1,71]] , (FV)Z = ZFij'Uj = — Z QaijU;

j=1 j=i+1
Et, de méme,
i i—1
Vi € [[1, n]] y MV Z MZ]U] Z A5V = Q454 + Z Ai;V4
Jj=1 Jj=1
n i—1
Donc F'V = AMV s’écrit — Z aijv; = Aajv; + A Z ai;v;, puis
j=i+1 7=1

Vie[1,n], Xaijv = ( Z a; jU; —i—)\Za”vj)

j=i+1

16) L’ensemble {|v;| | j € [1,n]} est fini, donc le maximum est atteint en un ig € [1,n].
De plus, V est un vecteur propre, donc V' # 0, par conséquent |v;,| > 0.
En prenant le module de 1’égalité précédente, il vient

io—1
|)‘ai07iovio| Z Aig,jV5 + A Z Qig,j V5

J=to+1
n 10—1
< Z laig.jl|vi] + Al Z laiq | vj] inégalité triangulaire
j=io+1 Jj=1
n i0—1
< Z |@ig.j1|vio| + Al Z |aiy.jl|vie]  On majore |vj| par [|[V|oo = |vj,|, classique
j=io+1 =1
n i0—1
= il < Y0 aig gl + A1 Y lai,] Car [v,| >0
j=io+1 Jj=1

Ainsi,

n i0—1
[Adig,io| < ( S aigl + 1A D !%J!) :

Jj=to+1 Jj=1

19
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17) Montrons que |A| < 1 : supposons |A| > 1. Alors I'inégalité précédente entraine

i0—1
[ Adig,io| < ( Z |@ig,5] + Al Z |aloj|)

Jj=to+1

i0—1 n
< (|)‘| Z |, 5] + Al Z ’azw’) Car Z |aig,j] =0

Jj=io+1 Jj=io+1
< A Z | @i
j=1
J#io

Or A est a diagonale strictement dominante :

|@ig g | > Z |@ig 51
17520

Comme A\ # 0, c¢’est absurde. Conclusion :

Limite : D’apres la question 12, si la matrice B a toutes ses valeurs propres de module strictement
plus petit que 1 (ce qui est le cas ici),

lim B =0

k——+o00

18) D’aprés la question 14 : X = BX + M 'Y.
Par définition de (X}), pour tout k € N, X1 = BXy + My,
Ainsi Xj 1 — X = B(Xy — X). Par récurrence, il vient

VEeN, X, -X=BNX,-X)

Comme khm BF = 0 d’aprés 17, par continuité du produit matriciel
—+00

lim (Xk—X):( lim BY)(Xo - X) =0 x (Xo— X) =0

k—+o0 k—+o00

Ainsi,

lim X=X

k——+o0

FIN DE L’EPREUVE
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