Lycée St Joseph Lundi 6 février 2023
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 6

Correction

Exercice 1 (ESA PC 2022) 1) Soit A et B deux événements, avec P(A) > 0.

[P(AN B) = P(A)Ps(B)|

2) D’apres I’énoncé, k € N*, donc
X(Q)=N*

3) L’événement [X = 1] est : « le dernier saut réussi par le sauteur est le premier ». Donc il a réussi le
premier et échoué au second : [X = 1] = 51 N S3. Comme le premier saut est toujours réussi,

4) De méme, I'événement [X = 2] est : « le dernier saut réussi par le sauteur est le deuxiéme ». Donc il
a réussi le deuxieme et échoué au troisieme :

[X:2]:511052m573

Par indépendance des événements :

P([X = 2]) = P(S2)P(S3) =

5) Soit n > 2. De méme qu’aux questions précédentes,

6) Par indépendance des événements Sy,

Ainsi, la loi de X est




DST 6

7) Pour tout n € N*, P([X = n]) > 0 : on vérifiera en fin de calcul que la famille (P([X = n]))nen+ est
sommable[l]

“+oo
Y P(X =n)=
n=1

IR |
- n! T; (n+1)!
1 *ZOO 1
n=1 n! n=2 n!
=1 Par télescopage

Comme 1 < 400, la famille est sommable.

8) De méme, X > 0, donc on vérifiera a posteriori que la famille était sommable.

+oo +<>on 1
E(X):ZnP([inDZZn!(1_n+1>

n=1 n=1

O tout n > 1 n(l ! ) - z
r, pour tout n > 1, — (1— =— =
P n! n+1 n! nl(n+1)

B 1 n+1-—1
N (n—1)! (n+1)!
B 1 1 n 1
m=1)! n! (n+1)!
Donc
E(X —_— — — 4+ —_—
() nz::l(n—l)! = n! Z::I(n—i—l)!
“+o00 “+o00 —+o00
1 1 1
S OE TS IETS o
= n! = n! = n!
=e—1
Conclusion :

‘ X posséde une espérance et E(X) =¢e—1 ‘

Exercice 2 (D’apres Centrale PC 2022)
1) Soit A € #,(R)
Supposons A orthodiagonalisable : soit P € 0,,(R) et D diagonale telles que A = PDPT.

AT — PTTDTPT
= pPDP"
—A

Donc A est symétrique.

Supposons A symétrique. A est symétrique réelle, donc, d’aprés le théoreme spectral, A est
orthodiagonalisable.

Conclusion :

‘ Une matrice A € .#,(R) est orthodiagonalisable si et seulement si elle est symétrique

1. C’est-a-dire que la série Z P([X = n]) converge
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2) Un exemple dans .#3(R)
7 1 1
a) En notant C; la j-éme colonne, C; +Cy = [0 |. Donc A; [0 | =70 |. Conclusion :
7 1 1
1
v1 = | 0] # 0 est un vecteur propre pour la valeur propre A\; = 7.
1
b) Sous-espace propre E; = Ker (713 — A;) :
4 2 -4 x z x 1 0
XeE < |2 1 =2 y| =0 — X=|y|= Y =z |0]|+y]| 1
-4 -2 4 z z x+y/2 1 1/2
<— 2x4+y—22=0 1 0
<:>z:1’+y/2 <:>X€V6Ct( 01,2 )
1 1
Conclusion :
1 0
E;=Vect([0],]2])
1 1
2
Si vous aimez ruser, lorsqu’on trouve [’équation du plan E7, son vecteur normal vy = 1 est un vecteur
—2
propre de Ay (car les sous-espace propre sont deux d deuz orthogonauzx). Donc vy = v3 A vy est un vecteur
de E;, orthogonal a vy : (v1,v2) est libre, donc une base du plan Fr.

Spectre de A; : La matrice A1 € .#3(R) a trois valeurs propres (comptées avec multiplicité).
A1 = 7 est valeur propre double, il reste donc une seule valeur propre Ao & déterminer.
La trace est invariante par changement de base, doncE|

Tr A1 =12=2x7+ X =14+ Xy

En conclusion,

Les valeurs propres de A1 sont Ay =7  de multiplicité a; = 2

A1 = —2 de multiplicité a; =1

1
Base orthonormée de E7 : Posons v1 = | 0| et wg =

=N O

1

Orthonormalisons la base (vi,ws) de E; par le procédé de Gramm-Schmidt.

- U1 o 1 (1)
ol — V2 |4

|v1]|? = 2 posons e1

2. Quitte a trigonaliser sur C, mais ici A; est symétrique réelle donc diagonalisable.
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3)

Soit vg = we — Avy tel que (v1,v2) =0 :

(v1,v2) = 0 = (1, wa) — Al|vy|?

1 0
=([0].[2]) = Al
1 1
=1-2A
0 1! 1 (1 2v
Donc A=1/2,etvo=[2|—-= 0] ==] 4 . Posons €3 = ——— avec 202 = 2 x 9. Ainsi,
1 2 1 2 1 HQUQH
-1

1
= | 4
2v/3 1

€2
Base orthonormée de E_5 : dim E_o = 1. Comme les sous-espaces propres d’une matrice symé-
trique réelle sont deux a deux orthogonaux, E_s est la droite orthogonale & E7. Le vecteur normal
de F~, qui se lit sur ’équation 2x + y — 2z = 0, est donc un vecteur directeur de E_» :

2 2
2 : 1
vs=1 1 et |lusl[*=9 puis e3= 3 1
-9 -2
On peut aussi faire le produit vectoriel en justifiant de méme. On peut aussi justifier par : E7 stable

e . . . \ 7 .
donc E7 est stable aussi, de dimension 1, donc vs normal a Er est un vecteur propre. On peul aussi
résoudre le systeme mais c’est plus calculatoire.

Conclusion : (e1, ez, e3) est une base de vecteurs propres de ., 1(R) pour la matrice A;. D’ou

A2
v2 o 2v3 3 70 0

2 1
Ay =PDP" avec P=| 0 —= = |e€03R) et D=|0 7 0
V3 3 00 -2

1ot 2

V2 23 3

a) Soit E =R, _1[X].
e Symétrie : Pour tout (P,Q) € E?,

o(PQ) = [ PR dt = [ QPH) dt = 0(Q. P)

Donc ¢ est symétrique.

e Bilinéarité : Soit Q € E fixé. Pour tout (P, P2) € E? et tout A € R, par linéarité de
I'intégrale,

PO+ PuQ) = [ (AR + Pft)) QL6) At = Xo(P1,Q) + (P2, Q)

Donc ¢(., Q) est linéaire. Par symétrie, ¢ est bilinéaire.

e Positive : Pour tout P € E, par positivité de I'intégrale,

(P, P) = /01 (P(t)? dt >0
>0

Donc ¢ est positive.
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e Définie positive : Soit P € E tel que

o(PP) = [ (PO dt =0

Ainsi, t — (P(t))? est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur I'intervalle [0, 1],
donc, d’apres le théoreme du cours, elle est nulle sur cet intervalle :

vt € [0, 1], (P(t))>=0

Donc P a un infinité de racines : tous les t € [0,1].
Donc P = 0.
Ainsi, ¢ est définie positive.

Conclusion :

‘ © est bilinéaire, symétrique, définie positive donc c’est un produit scalaire sur R,,_1[X]. ‘

b) Si (z1,...,7k) est une famille de vecteurs, la matrice de Graml| associée est la matrice ((x;,x;))ij. Elle
est symétrique et positive. Elle était déja le sujet d’une épreuve du concours ESA PC 2016.

Pour tout (4,) € [0,n — 1], hij = p(X*, X7)

1
= / 7 dt
0

= # (c’est la|matrice de Hilbert)
i+j+1
C) Vous pouvez toujours tester pour n petit, puis réfléchir un peu auz notations.
ap n-1
Soit U = : et P = Zaka.
1 k=0

Notons (HU); le i-éme coefficient de la matrice colonne HU. Par définition du produit matriciel,

n—1
Vz’e[[O,n—l]], (HU)i:Zhijaj
j=0
n—1 ) ]
=Y (X", X7)a; par définition de hy;
j=0
. n_l .
= @(XZ, Z anJ) par bilinéarité de ¢
j=0
= (p(Xiﬂ P)
Puis,
n—1
UTHU =" a;(HU);
=0
n—1 )
= aip(X*, P)
=0
n—1 )
= ga( Z a; X", P) par bilinéarité de ¢
i=0
::¢( 7}0
Ainsi,
n—1
U'HU = ¢(P,P) avec P=) X"
k=0



https://fr.wikipedia.org/wiki/D%C3%A9terminant_de_Gram
https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_de_Hilbert
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d) Par symétrie du produit scalaire — ou par calcul direct,
W0 €0 =11, hy = ——— = p(X'.XT) = by
Donc H € %, (R).
D’apres la question précédente, avec les notations précédentes,
YU € R", U'HU = ¢(P,P) >0
De plus, comme le produit scalaire est défini positif, p(P, P) = 0 = P = 0. Ce qui s’écrit aussi
YUER", U#0 U'HU = @(P,P)>0

Ainsi,

H e 71 (R)

4) a) Comme Xy = (Cov (Y3, Y)))1<ij<n,

Ty =3 Cov (Vi ¥i) = S V(¥) = Vie(Y)

i=1 =1

b) Symétrie : Par symétrie de la covariance,

=Yy
Donc | Xy € 4, (R)
Formule : Par définition de E(Y),
Y1 - EM)
Y—-EY)= :
Y, — E(Y,)
1
Deplus,si X =] : |, XX est la matrice des T
Tn
( 1 R T )
X1 11 cee 1Ty
c o l=xxT
I 11 tee T1Tp

Donc (¥ — E(Y))(Y = E(Y)),,; = (¥; = B(Y))(Y; — B(Yj)).

L’espérance d’'une matrice étant calculée terme a terme,

B((y = E@)(Y —BOY)T) = B((Yi - BOQ)(Y; — B(Y;)T) = Cov (¥;,Y)

i?j
Ainsi,

Sy = B((Y = E()(Y - B(Y))")

Translation par un vecteur constant : Soit U un vecteur constant dans .#, 1 (R).
D’apres ci-dessus, Xy = E((Y +U-EY+U)(Y+U-EY + U))T).

Or, par linéarité terme & terme de l'espérance, E(Y +U)=E(Y)+ E(U)=E(Y)+U.
DoncY+U—-E(Y+U)=Y — E(Y), puis
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Y
c) Par définition du produit matriciel, Z = mij : | entraine
Yy

n
Vi € Hl,p]], ZZ':Zmin}
J=1

Par linéarité de ’espérance, E(Z;) existeEI Donc, par définition, F(Z) existe et
E(Z); = E(Z)

=Y myE(Y))
j=1

En conclusion,

‘ Z admet une espérance et F(Z) = ME(Y) ‘

e Existence : Soient (4, j) € [1, p]. Montrons 'existence de Cov (Z;, Z;) = E(Z; Z;)—E(Z;)E(Z;).
D’apres ci-dessus, F(Z;) et E(Z;) existent. De plus,

ZZ'Z]' = (Z mzkYk> (Z mijp>
p=1

k=1

= Z Z M MjpYi Yy

k=1p=1

Or, pour tout k et tout p, E(Y}Y)) existe car la covariance Cov (Y, Y)) existe (« on suppose
que (...) Xy [est] bien définie »).

Donc, comme combinaison linéaire, F(Z;Z;) existe. Ainsi Cov (Z;, Z;) existe : Z admet une
matrice de covariance X z.

e Valew : Z —E(Z)=MY —MZ(Y)=M(Y — E(Y)), donc
(Z - E(2))(Z-E(2) = M(Y = EY))(Y = E(Y))"M'
Puis, en passant a l'espérance (qui existe, coefficient par coefficient) :
Yy =MIyM'

Conclusion :

Z admet une matrice de covariance Yz et Xz = MYy M T

5) a) Par définition de P, il existe une matrice diagonale D telle que ¥y = PDP~!. De plus, les bases
sont orthonormées, donc P € 0, (R). Ainsi,
Yx =P Sy P D’aprés 4c, avec M = P .
=D Par définition de P

Y x est une matrice diagonale

3. Ici, tout n’est pas positif. Il faut donc étre prudent, et commencer par vérifier que les espérances existent avant d’écrire
des calculs. Comme les E(Y;) existent, tout va bien.
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b)

d)

f)

g)

6
Yx = (Cov (X34, X;))ij Par construction de la matrice ¥ x
V(X1) 0
= Car X x est diagonale
0 V(Xn)

Or, pour tout i € [1,n], V(X;) = 0.
Les valeurs propres d’une matrice diagonale sont ses coefficients diagonaux, donc Sp (Xx) C Ry.
Comme Xy = PYx P

[Sp(Sy) =Sp (Sx) C R |

D’apres 4a, et comme la trace est invariante par changeemnt de base,
Vr(X)=Tr Xx =Tr Xy = Vp(Y)
Soit Xo ~ #(1/2) une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parametre 1/2. Alors

V(Xo) =p(1-p) = i-

De plus, comme V (aXy) = a?V(Xy), posons (A > 0)
Zy = 2V\X,

Ainsi, V(Z)\) = 4)\V(X()) =X\

‘Il existe une variable aléatoire discrete réelle Z) de variance A ‘

Soient (X7,...,X,) n variable aléatoire discréte mutuellement indépendantes de loi %(1/2).
Posons, pour tout i, Z; = 24/ \; et Z le vecteur colonne des Z;.
Les variable aléatoire discréte (Z1,...,7Z,) sont mutuellement indépendantes, donc pour tout

i # j, Cov(Z;, Z;) = 0. D’apres la question précédente, V(Z;) = A;. Dot

A est symétrique réelle : d’apres le théoréeme spectral, il existe D = diag (A1, ..., \,) et P € O, (R)
telles que A = PDP~ 1.

De plus, A est positive, donc Sp (4) = {A1,..., \n} C R4

Soit A € .Z;F(R) une matrice symétrique positive.

Soit Z comme ci-dessus, une variable aléatoire discrete telle que Xz = D. Posons

Y =PZ
Alors ¥y = PY,PT D’apres 4c
= PDP'"  Par construction de Z
=A Car P = P!

Il existe une variable aléatoire discrete Y a valeur dans ., 1 (R) telle que Xy = A

Soient Uy € Im Yy et Uy € Ker Xy . Soit U{ tel que Uy = EyU{.

On peut aussi rédiger ce calcul avec des produits scalaires tout du long.

(U1, Us) = U, Uy

= (U)"Syla
= (U) " (Zy ) Car Yy symétrique
=0 Car U € Ker Xy



DST 6

Donc Im Yy | Ker Yy, en particulier Im Xy N Ker Xy = {0}.
Or, d’apres le théoréme du rang, dim(Im ¥y ) 4+ dim(Ker Xy ) = dim(.#, 1 (R)).
Donc, par égalité des dimensions et intersection nulle,

\Im Yy @ Ker zy\

Exercice 3 (D’apres BECEAS 2021)

L’idée générale, encore une fois, est qu’une matrice symétrique, c’est une matrice diagonale a un changement de base

pres. Dés que possible, dans l’exercice, changer de base pour se ramener a B diagonale.
1) Préliminaires.

a) Soit P € GL,(R) telle que A = PBP~!. Comme Tr (MN) = Tr (N M),
Tr A=Tr(P(BP)=Tr (BP'P)=Tr B

Cours.

b) Calculons *X X en fonction de Y :

XX =P 'v)Ply

=tytp-lp-ly Or P l=tp
=typp-ly
=Yy

Donc !X X =1 entraine 'YY = 1, et réciproquement :

‘XX = 1si et seulement si VY = 1 ‘

2) Soit P € 0, (R) telle que A= PBP~'. Rappelons que P! =P,

r€RA) = 3Xc¥, z="'XAX

= 3X €%, z='XPBP'X
=P 'X)B(P'X)
—3Y ¥, z='YBY Avec Y = P7'X € € d’aprés b
=z € R(B)
Ainsi, R(A) C R(B).
B = P_lAP, avec P71 € On(R), donc B est orthogonalement semblable & A, et d’apres ci-dessus,

R(B) C R(A)
Par double inclusion,
|R(A) = R(B)]
3) a) D’apres le théoreme spectral, A est symétrique réelle donc diagonalisable.
A1z
b) Supposons B = diag (A1,...,A,). Alors BX = : . D’ou
AnTn

n
'XBX =) N}
=1
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c) Cf exercice 24 vu en TD. Tres classique.

Soient P € 0, (R) et D = diag (A1,...,\,) telles que A= PDP~! (théoréme spectral).

Soit X = PY, et y; les coordonnées de Y.
Alors ‘XAX ='XPDP'X

=P ' X)D(P'X) Car ‘P = P!
='YDY
=3 iy} D’aprés 3b

n
Et, d’apres le calcul effectué au 1b, XX = tYY = Z yiz. Ainsi,

i=1
Vi e [1,n], A<\
= Vie[Ln], Myl <Ayl <Ayl Car y; > 0
= A1 Z Yi S Z )\ly An Z Yi
i=1 i=1
= MYY <'YDY € )thY
— ’ MXX <IXAX < AltXX‘ D’apres les calculs ci-dessus

d) D’apres la question précédente, pour tout X € ¢,

A <IXAX <\,

Ainsi,
[R(4) € [\, A
cos 0
0
e) Soit Xy =
0
sin 0
||X9||2 =cos? 0 +sin?0 =1
Ainsi,

‘ Xy est de norme 1. ‘

Soient A et D comme au 3c. D’apres la question 2, R(A) = R(D).

Montrons que R(D) = [A1, Ap]. D’apres le calcul ci-dessus (ou un calcul direct),

VO eR, 'XyDXg= Ajcos?0+ \,sin?0 = (cos?0)A; + (1 — cos? )\,

Comme cos?(R) = [0, 1] (image de R par la fonction cosinus),

{!XeDXp | 0 €R} = {tA1 +(1—t)\, | t€[0,1]}
- [)‘17/\71]

De plus {Xp | 8 € R} C ¥ donc
{*X¢DXy | 6 € R} C R(D)

Dot [A1, An] € R(D)
D’apres d, R(D) C [A1, Ay]. Finalement,

[R(A4) = M, M|

10
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f) La trace est la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité :

Tr A= Z)\Z
i=1

Si Tr A = 0, il y a nécessairement des valeurs propres positives et négatives (ou nulles), en
particulier A\ <0< Ay :

‘ Si A est de trace nulle, alors 0 € [A, A\,] = R(A) ‘

Avec A = diag(1,—1,-2) € ./,(R), 0 € [-2,1] mais Tr A = -2 # 0.

‘ La réciproque est fausse ‘

4) Ce n’est pas une question de valeurs propres : revenons a la définition de R(A), avec un vecteur X simple.
Soit B =' PAP orthogonalement semblable & A, de diagonale (Tr A,0,...,0).
D’apres 2, R(A) = R(B). De plus,

1 Tr A
0 x
Avee, X=|.|, 'XBX=(10 - 0)| . [=TrAcR®B)
0 *
Ainsi,
Tr A€ R(A)

5) a) A= € %R),et Tr A=2¢ R(A) = {1}.
b)=] Supposons Tr A = A; + A € R(A) = [A\1, Ag] :

A< AL+ A2 < A

Donc 0 < Ag et A1 < 0. Ainsi 0 € R(A).
Supposons 0 € [A1, A2], alors A\; < 0 < Ag nous donne Tr A < Ay et \y <Tr A :

Tr A e [)\1, )\2] = R(A)

En conclusion,

Tr A€ R(A) si et seulement si 0 € R (A) ‘

6) a) Les vecteurs colonnes forment une base orthonormée de .#5 1 (R) : c’est un des critéres pour étre
une matrice orthogonale.
Effectuons un calcul blocs :

t
PAP = [ A(Xl X?)

_ tXl AX, | AXy
Xa

X AX, X AX,
' XoAX, 'X9AXo

11
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b)=] Supposons Tr A € R(A). Alors, d’apres 5b, 0 € R(A), ce qui signifie
X € ¢, IXAX =0

D’otu le Xo # 0 recherché (|| X|| =1 #0).
Supposons qu'il existe Xy € #51(R) non nul tel que EX5AXs =0.
Quitte a le diviser par || Xz|| # 0, on peut le supposer de norme 1.
On compléte en une base orthonormée (X1, X2) de #51(R).
Soit P = (X1|X2) € O2(R) la matrice de passage de la base canonique vers (X1, X2).
D’apres le calcul du 6a,
ipAp — (txlel *>
* 0

De plus, Tr A = Tr ‘PAP = 'X; AX;. Donc A est orthogonalement semblable & une matrice
de diagonale (Tr A,0).
D’apres 4, Tr A € R(A).

En conclusion,

Tr A € R(A) si et seulement si il existe Xo € .#21(R) tel que ‘XsAXs = 0.

c) Nous venons de le montrer : si Tr A € R(A), il existe X # 0 tel que ‘X2 AX5 = 0, ce qui entraine
que A est orthogonalement semblable & une matrice dont la diagonale est (Tr A,0).

7) a) Comme Tr A € R(A), par définition de R(A), il existe X| € € tel que "X;AX; = Tr A.
On complete en une base orthonormée (X1,...,X,) de ., 1(R), et on note

P=1Xi|...| X, =1C P Eﬁn+1(R)

la matrice (orthogonale) de passage. Alors, par un calcul blocs 2 x 2 identique au 6a, il vient

pAp — <tX1AX1 tXlAP’) B (Tr A L)

tPrAX, 'P'AP’ C B

Ou P' € Myi1,(R) done L ="X1AP" € M1 ,(R), C ="'L € Mp1(R) et B="P'AP" € #,(R)
vérifie

tB :tP/tAttP/ _ B

En conclusion,

3C € M1 (R),L € M1 ,(R),B € S,(R)/, A est orthogonalement semblable a (Tr 4 L)

¢ B

Tr A L

b) La trace est invariante par changement de base, donc Tr A = Tr ( c B

B est symétrique de trace nulle, donc d’apres 3f, 0 € R(B). Ainsi,

)zTrA—i—TrB:

Tr B € R(B)

12
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c) Par hypothese, On a supposé que toute matrice A € S, (R) telle que Tr A € R (A) est orthogo-

nalement semblable & une matrice ayant pour diagonale (Tr A,0,...,0).
Appliqué a la matrice B, elle est orthogonalement semblable & une matrice B’ de diagonale
0,...,0).

Soit Q' € 0, (R) la matrice de passage associée (B = Q'B'Q'™1) et Q la matrice blocs

Q = <(1) 5/) S ﬁn—l—l(R)

Soit P € Op41(R) comme au 7a. Par un calcul bloc 2 x 2, il vient
. (1 o\ (mA LY[(1 o
(1 0\ (TrA L@
- 0 tQ/ C BQ/
(T A L@
- tQ/C tQ/BQ/
_(Tr A L@
- tQ/C B/

Ainsi, la diagonale de A" ='(PQ)A(PQ) est (Tr A,0,...,0). Comme PQ € 0, 1(R) (groupe),

‘ A est orthogonalement semblable a une matrice de diagonale (Tr A,0,...,0) ‘

8) a) La trace étant invariante par changement de base, Tr A = na et

_Tr A
on

a

b) Soit

|B=A—(Tr A/n)I,|

Comme Tr I,, = n, par linéarité de la trace, Tr B=Tr A —Tr A = 0.

¢) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: VAE S,(R) Tr A€ R(A) = 3P € 0,(R)/A = PA'P~! avec A’ de diagonale (Tr A,0,...,0)

est vraie pour tout n > 2.
e Hs : est vraie d’apres 6c

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie. H, 1 est vraie d’apres Tc.

e Conclusion : ‘Vn >0 H, est vraie

La matrice B précédente est symétrique, de trace nulle, donc on peut appliquer 3f : Tr B =
0 € R(B). Et d’apres ci-dessus, B est orthogonalement semblable a une matrice de diagonale
0,...,0).

En revenant & A, comme I,, est invariante par changement de base, la matrice A est orthogona-
lement semblable & une matrice dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a a = Tr A/n.

FIN DE L’EPREUVE
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