Lycée St Joseph
Classe de PC

Lundi 14 décembre 2020

Epreuve de Mathématiques 6

Correction

Exercice 1 (CCP TPC 2018)

Partie 1
1) Calculons le polynoéme caractéristique :
z—1 3 -3
xalx)=| -3 z+5 -3 1 B
—3 3 a—1Lye— Ls— Ly v A
=(x+2)| -3 xz+2|-3
z—1 3 ~3 0 0 |1
=| -3 x45 -3 1 0
7 —
0 —x —2 2 =
x T+ (x+2) 3 249
—(242)| -3 245 3ChCorCy| —@TDEH2)
0 -1 1
Conclusion :

xale) = (z = 1)(z +2)°

Valeurs propres :

e A\ =1 de multiplicité a =1
e \ = —2 de multiplicité o = 2

TrA=2-5=-3=1-2-—

\"}

Vous avez bien sur vérifié avec la trace :

(Triangulaire
par blocs)

2) D’apres le théoreme du cours, pour tout A € Sp (A), 1 < dim E) < « avec a la multiplicité de A dans

le polynoéme caractéristique.
Ainsi, dim F; = 1, et il reste a vérifier que dim E_o = 2.
Calcul de F_5 = Ker (=215 — A) :

x -3 3 -3
X=lyleEys <= [-3 3 -3|X=0
z -3 3 -3
= —ax4+y—z=0
< y=x+=z
x x 1 0
— X=|yl|l=|z+z]|=z|1]|+2|1
z z 0 1
1 0
<~ XeVect(|1]|,]1])
0 1
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3)

1)

5)

Conclusion :

Ainsi, dim E_5 =2 = a.

E_5 = Vect (

)

O R

—_ = O

Par conséquent, le polynéme caractéristique est scindé et la dimension chaque sous-espace propre est
égale a la multiplicité de la valeur propre : d’apres le théoreme de diagonalisation,

A est diagonalisable ‘

Calcul de Ey = Ker (I3 — A) :

x
X=ly €E1<:>(13—A)X:0
z
3y—3z=0
— { 3z +6y—32=0
—3z+3y=20
y—z=0
= —x+4+2y—2=0 Lo=Li+ Lj
—r+y=0
Conclusion :
1
FEi =Vect |1
1

Yy==z

{
r=y==z

Vous pouvez toujours vérifier que AX = \X, pour vérifier vos calculs.

Finalement, comme R® = E_, & E/, en mettant bout & bout les bases de ces sous-espace vectoriel,

Les matrices D et P dépendent de votre choiz de %',

valeurs propres dans D.

1\ (o
#=111],11],
1

1
1
1

1 0 1 -2 0 0
P=|(111 D=0 -2 0 A=prpp!
01 1 0 0 1
Dans la joie et l’enthousiasme, en route pour un pivot de Gauss. Donc :
mise sous forme triangulaire puis remontée de pivot.
1 0 1}j1 0 O 1 0 1] 1 0
~|l 1 1 1{0 1 0 Lo+ Lo — Iy ~1 01 0|—-1 1
t 1 1[0 0 1 Loo1]1 21
1011 00 Lo oo 1
~1 01 0j=1 10 (o1 op-11
01 1|0 01 L3+ L3 — Loy 0011 -1

et en particulier de ['ordre des vecteurs — et donc des

a laide d’opérations sur les lignes,

L1+ Li—Ls
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Conclusion :

ro o . . . N . . -1
Vérifiez au moins les derniers coefficients en bas a droite du produit PP~ ".

D’autres couples P, P~! possibles :

1 -1 1\ /(-1 2 -1 1 0 11
(11 o 1|[-1 1 o)), ¢ o 1|[o 1 =1]), (|11
0 1 1)\1 -1 1 -1 1 10

—_ =

Partie 2 (Application aux équations différentielles)

1) avec la matrice A de la partie 1.
2

3) Dans la base £/, le systéme s’écrit X| = DX, c’est-a-dire

ri(t) = —2x1(t)
()4 wit) = —2(t)
At) = z()
Ce systeme a pour solutions :
.’El(t) = Cle_Qt
Y1 (t) = Cge_Qt
Z1 (t) == Cget

ou (Cy,Cq,C3) € R? dépendent des conditions initiales. D’aprés le résultat de la question 2, la formule
de changement de base nous donne X = PX;, donc

z(t) = Cre 2 + Cyet
y(t) = (01 + 02)6_% + Oget
z(t) = 0267215 + Cget

De plus X; = P~!1X, donc

Ch 1 3
Xl(O) =10y | = Ptlo|l=[-1
Cs 2 -3

Par conséquent Cy =3, Cy = —1 et C3 = —3.

Exercice 2 (CCP PSI 2020)

Partie 1 (La dimension 3)

Q15. Polynéme caractéristique :
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z -1 0
xalx)=1-2 = =2|Ci+—C1—Cs
0 -1 = (Triangulaire par blocs)
rz -1
=10 r =2
-z —1 =z
1 -1 0
=x|0 r -2
-1 -1 X L3 — L3 + L

Conclusion :

[xa(2) = 2(z - 2)(x +2) |

Q16. Le polyndme caractéristique est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable sur R.
Valeurs propres :

e )\ = 0 de multiplicité a =1
e )\ = 2 de multiplicité a =1
e A\ = —2 de multiplicité a =1

Vous avez bien stur vérifié avec la trace : Tr A=0=0+2— 2.

D’apres 'encadrement 1 < dim F) < a,

Les sous-espace propre sont tous de dimension 1

Q17. Polynoéme caractéristique :

z 1 0
x(x)=|-2 =z 2(C;+—C1+Cs 1110
0 -1 = =z| 0| z 2 (Triangulaire par blocs)
s 1 0 0| -2 =
=0 =z 2 z 2
=z
-1 =z -2 =z
1 1 0 = (2 +4)
=z|0 =z 2 = x(x — 2i)(z + 2i)
1 -1 =z L3 < L3 — Ll

Comme ixg(iz) = i?x(iz — 2i)(iz + 2i) = ity a(x),

xB(x) = z(x? +4) = x(z — 20)(z + 2i) et xa(z)=ixp(iz)

Q18. Le polynome caractéristique n’est pas scindé sur R (il y a des valeurs propres complexes non réelles),
donc la matrice B n’est pas diagonalisable.

Par contre, le polynéme caractéristique est scindé a racines simples sur C, donc la matrice B est
diagonalisable sur C.

‘ La matrice B n’est pas diagonalisable sur R, mais I'est sur C

De méme qu’a la question Q16, on trouve

Valeurs propres réelles :

e A=0,etdimFEy=1
Valeurs propres complexes :

e A=0,etdimFEy=1

e \=2i et dimFEy =1

e \=—-2j etdimF_o =1
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Vous savez tous que R C C. Donc, en particulier, O € R C C : les valeurs propres réelles sont aussi des valeurs

propres complezes.

1/1 0 0 1 0 0
Q9. D'=0 1/i 0O =0 —i 0 |.Par conséquent,
0 0 1/-1 0 0 -1
1 0 0 01 0\/10 0
D'AD=1|0 —i 0 2 0 2110 i o0
o 0 —-1/\o 1 0/\o 0 -1
1 0 0 0 i 0
=lo —i o0 2 0 -2
0o 0 -1/ \o 0
0 i 0
=|1-2¢ 0 21| =—iB
0 —i 0
Conclusion :
|D'AD = —iB|
Q20.
1 0 0 01 0\/1 0 o0
AP AA =0 1/v2 0 |[[2 0 2|f0o v2 0O
o 0 —-1/\o1o0o/\o o -1
1 0 0 0 V2 0
=0 1/vV2 o0 |[2 0 -2
0 0 -1/\0 v2 o
0 V2 0
=[(v2 0 V2
0 —V2 0

La conclusion n’était accessible qu’aux 5/2 : la matrice est symétrique réelle donc diagonalisable.

Partie II - Etude d’un endomorphisme

n
Q21. On commence par chercher au brouillon, comme en exercice, en partant de g M fr = 0.
k=0

Vx € R, Ao sin™(z) 4+ A cos(z) sin™ (x) + - - 4+ Ay, cos™(z) = 0

On évalue en un x simple, par exemple x = 0 : A\, = 0. Puis on peut simplifier par cos et reprendre le
raisonnement. On s’inspire donc de la question de cours portant sur la famille (z, f(x),..., f" ' (x)).

Soit (A, ..., An) € C" tels que
> Nefw=0 (1)
k=0

Supposons qu'il existe k € [0,n] tel que A\ # 0 : {k € [0,n] | \p # 0} # 0.

Soit ko le plus grand entier k tel que A\ # 0 : kg = max{k € [0,n] | \x # 0}.
L’équation [I] s’écrit

ko
> Aefe =0
k=0
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Q22.

C’est-a-dire
ko
Ve e R Z A cos® () sin™ *(z) = Agsin™(z) + - - - + Ag, cos™ (z) sin” 0 (z) = 0
k=0
En se placant sur un intervalle ol sin ne s’annule pas, on divise par sin™ 0 () #0:
ko
YV €]0,7/2] Z A cos® () sin®7F () = Agsin® () + - + A\, cos™ (z) = 0
k=0
Puis on prends la limite lorsque x — 0 :
Ao =0

C’est absurde. Donc I'hypothése de départ est fausse : pour tout k € [0,n], A, = 0.

Conclusion :

‘ La famille (fo, f1,..., fn) est libre ‘

Par définition de V;,, la famille (fo, f1,..., fn) est génératrice de V,,. Comme nous venons de montrer
qu’elle est libre, c’est une base de V,,. Par définition de la dimension,

‘dimVn:n—i-l‘

e Montrons que, pour tout k € [0,n], fr. € Vi, :
Soit k € [0,n]. La fonction fi est de classe € sur R et, avec une évaluation paresseuse,

Vx € R, f1.(z) = —ksin(z) Cosk_l(m) sinn_k(az) +(n—k) cosk(x) cos(z) Sinn_k_l(ﬂj)
— eost 1 (@) sin 1 (z) £ (n — &) cost* () sin1 ()
= —kfr—1(z) + (n — k) fr1(2)

FEvaluation paresseuse : si k = 0, f_1 nest pas définie mais il y a un coefficient 0 devant ce morceau de

l’expression, idem dans le cas k =n et f,11 non définie.

Ainsi,

1. €Vy

e Montrons que ¢, € Z(V,) :
o Linéarité : Soit (f,g) € VZet X € C,
en(Mf +9)=(Af+g)
=\"+¢q La dérivation est linéaire

= Apn(f) + ¢n(9)

C’est évident, mais il fallait le faire.

o Montrons que @, : V,, = V,, : Cest le point od il iy a quelque chose a montrer.

Ve

Au brouillon, on commence naturellement : revenir auz définitions, de « endo », de V,,, de [y etc.
n

soit f € V,, = Vectc(fo, f1,-- -, fn) = {Z Mefe / (Noy.. oy M) € CHH }. c’est-da-dire [ = Z e -
k=0

k=0
Montrons que pn(f) € Vi Or pn(f) = Z Men (fr).
k=0

Donc finalement, il suffit de montrer que o, (fx) € V, pour tout k... ce que nous venons de faire.

Passons au propre.

n
Soit f =" Arfr € Vy. Par linéarité de ¢y,
k=0

k=0

Or, d’aprés ci-dessus, pour tout k € [0,n], fi. € V,. Donc, comme combinaison linéaire
d’éléments de Vi, pn(f) € Vi
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Conclusion :
on € L(Vy)

e Matrice B,, de ¢, dans la base (fo, f1,..., fn) :
D’apres Q22, pour tout k € [0,n], ©n(fx) = —kfr—1 + (n — k) fr41. Ainsi,

en(fo) =nfi
on(fi) = —fo+(n—1)f 0O -1 0 ... ... 0
: n 0 -2
on(fk) = —kfr—1+ (n—k)fer B |0 -1 0 -3
: 0
on(fn-1) == —=1)fn2+ fn ; .2 0 —n
on(fn) = =11 fn_1 0 ... ... 0 1 0

Q23. Soit z € R. Comme a + ib = a — ib et cosz + isinz = €%,
Nk /—\n—k
(cosz + isinz)*(cosz — isinz)"F = (e”) (e”)

. . \n—k
— ezk:c (e—zm>

ika:e—i(n—k‘)x

=e
_ ei(?kfn)x
Ainsi,
VzeR, gp(z)= (cosz+isinz)*(cosz —isinz)" "
Q24. Soit k € [0,n] et z € R. D’apres la formule du bindme de Newton,
(cosz +isinz)k = Z < ) cos? ()i* =7 sin* 7 ()
j=0 \/
(cosx —isinz)" % = ( ) cosP (x)i" 7P sin" R P (1)
- p
p=0

Ainsi, d’apres la question Q24,

k n—k
gr(x) = (Z (?) cos? (x)i* 7 sin* =7 (x)) (Z (n ; k) cosP (x)in k=P sin"‘k_p(:c))
7=0 p=0

) cosj($)ik_j sin®~J (z) (n B k) Cosp(m)in_k_p sin"_k_p(x)

o

Or j+p € [0,n], donc g, € V,, :

\Vke [0,n], gr€ Va
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Q25. Soit k € [0,n]. Pour tout = € R, | g}(x) = i(2k — n)e!®F % = j(2k — n)gi(x) |

Ainsi, ¢n(gr) = i(2k — n)gk.
Or gi # 0 car g,(0) = 1. Donc g est un vecteur propre de ¢, pour la valeur propre A\ = (2k — n)i.

D’apres la question Q21, dim V,, = n + 1, et nous venons de trouver n + 1 valeurs propres distinctes
de @y
Or Z dim E) < dim E (avec E =V, ici) et dim E) > 1 pour tout A\ € Sp ().

AESP (¢n)
Donc, nécessairement,

[Sp (n) = {i(2k —n) | k € [0,n]}

et dim E\ = 1 pour tout A € Sp (¢y,).
Or, pour tout k € [0,n], gr € Ejr—n) et gx # 0, donc

VE € [[07 n]] ) Ei(2k—n) = Vect (gx)

On pouvait aussi remarquer que les g sont des vecteurs propres pour des valeurs propres distinctes, donc

(g0, -, gn) est une famille libre. Elle est constituée de n + 1 vecteurs dans V,, de dimension n+ 1, donc c’est

une base de V,,. On vient donc de construire une base de vecteurs propres pour ¢, , qui est diagonalisable.
Q26. Un automorphisme est un endomorphisme et un isomorphisme.

Comme ¢, est un endomorphisme en dimension finie, pour que @, soit bijectif, il suffit que ¢, soit

injectif.

Or Ker ¢,, # {0} signifie que 0 est valeur propre.

Si n est pair, pour k = n/2 € [0,n] on a i(2k —n) = 0 € Sp (¢y,) et donc ¢, n’est pas injectif, donc

pas bijectif.

Si n est impair, pour tout k € [0,n], i(2k —n) # 0 donc 0 ¢ Sp (¢n) et ¢, est injectif, donc bijectif.

L’endomorphisme ¢,, est un automorphisme de V,, si et seulement si n est impair

Q27. Reprenons ’expression obtenue a la question Q24 :

EEO e 2

j=0p=0 \J =0 \J
q0
. , Q1
Ainsi, dans la base (fo, ..., fn), le vecteur colonne des coordonnées de g,, est
qn

Comme E;, = Ker (inidy, —pn,) = Vect (g5,) d’apres la question Q25,

q0
Ker (inl,+1 — By) = Vect

Partie III - Les matrices de Kac de taille n + 1
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n
Q28. On commence par écrire le produit avec les notations du cours : Cij = Z”;A'b/;_,u puis on adapte.
k=0
Par définition du produit matriciel, le terme général by, du produit DM s’écrit

p
V(k, ) € [1,p] bee = Y digmijp = dyrmpyg
j=1

Car D est diagonale. Ainsi, on multiplie la k-iéme ligne par dgy :

DM = (drmpe) i<k i<p

p
De méme, Z myjdje = myedge et on multiplie la /-iéme colonne par dyy :
=1

MD = (mydee) 1<k e<p

Q29. Comme i P = (—i)P, D,, a pour inverse la matrice diagonale de coefficients diagonaux ((—4)* 1)1 <pcny1.

0 i 0 ... ... 0
n 0 2i?
0 (n—1i 0 3

D, 'A,D, =D} (M D ci-dessus)

0
2i"2 0 ni"
0 0o ' 0
0 ] 0 0
—ni 0 —2i3
= 0 (n 7 1)’ .0 ?iS : (DM ci-dessus)
(—1)ntgn—2nt 0 (—1)" tninint
0 0 (—1)mimnt 0
0 i 0 0
—ni 0 27
o —m-1i o0 3i
: C(=D)320 00 i
0 .. .. 0 —i 0
= —iB,
En effet, d’apres Q28, D, 1 M D,, a pour coefficient & la k-iéme ligne et /-iéme colonne gy = (—i)* tmyit L

Pour la diagonale sous la diagonale principale, k = ¢+ 1 et

Z,L-K—l Zi%—l l+0—-1,

Mer1e = (=) mey1e=(—1) myp1e = (—1) iMygy10 = =My

Pour la diagonale au-dessus de la diagonale principale, k = ¢ — 1 et
~ =201 02203 0—240-2 .
me—10=(—1)"2%" " mp_10= (1) 2 Pmy_1 = (1) T im0 = imy_1

—1 .

On retrouve D, " A, D, = —iB,.

Comme deux matrices semblables ont méme polynome caractéristique (QC, démonstration a refaire
ici),
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Q30.

XA, (X) =det(XI, — Ap)

= det(D,, "(X 1, — An)Dy)
= det(X I, + iBy)
= det(—i(iX 1, — By))

(=
= (=1)"xB, (iX)

Conclusion :

X4, (X) = (=0)"x,(iX)|

On wvérifie la cohérence de ses résultats : la formule montré en Q17 pour le cas n = 3 est-elle bien un cas

particulier de la formule Q29 7

D’apres la question Q25 de la Partie II, B,, a pour valeurs propres les i(2k —n) avec k € [0, n]. Donc,
d’apres Q29, les 2k — n avec k € [0, n] sont des racines de y4,,.

Il'y en an+1 deux a deux distinctes, donc on a ’ensemble des racines de x 4,, : ce polyndme est scindé
a racines simples, et

Sp(A) = {2k —n | k € [0,n]}]

Comme Y 4, est scindé a racines simples,

‘ A, est diagonalisable ‘

Po Po
P p1
Montrons que Ker (A, —nlp41) = Vect | . | : Soit P = | .
Pn Pn
do
D’apres Q27 de la Partie II, si on note Q = | : |, Bp,Q = inQ. Donc —¢ B, = nQ.
qn

Or, qu’apres Q29, A,, = D, (—iB,)D,, ! En effectuant le changement de base de matrice D,,, il vient

‘n—1

do v Po
i i py

En notant que g, = i" *py,, donc que D,,Q = . = . =i"'P onaP #0et A,P =nP.
Z‘?’an Zn_lpn

Donc P est un vecteur propre de A, pour la valeur propre n.
Or toutes les valeurs propres sont simples, donc tous les sous-espaces propres sont de dimension 1 :

Po

D1
Ker (nl,+1 — Ay) = Vect

Pn

Exercice 3 (PT 2015 B)

1)

10

a)
xeKer(f—Nidg) = f(z) =\
= f*(2) = f(Az) = Mf(2) = N
= fAx) - Nz =0
— z € Ker (f? — N?id p)
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Conclusion :

Ker (f — Nidg) C Ker (f* — \?id g)

Si Ker (f—A\id g) # {0}, alors Ker (fQ—)\2 id g) # {0}. 1l fallait évidemment justifier ses affirmations.
Par conséquent, A valeur propre de f implique A? valeur propre de f? :

{X[XxeSp(f)} cSp(f?)

b) Cette question ressemble beaucoup a une question de cours, avec v = u. Il est presque toujours plus simple
de montrer une égalité (= {0}) qu’une inégalité.
La question précédente avec A = 0 s’écrit Ker f C Ker f?. Donc dim Ker f < dim Ker f2.
Supposons quil y a égalité : dim Ker f = dim Ker f2.
L’inclusion et I’égalité des dimensions entraine Ker f = Ker f2.
Montrons que Ker fNIm f = {0} :

ze€Ker fNIm f= f(z) =0 et JyecFEx=f(y)
= 3yecEBr=[f(y et [y =0
— JycEx=f(y) et yecKerf>=Kerf
—x=0

Donc Ker fNIm f = {0} :
Par contraposition, si Ker f NIm f # {0}, alors dim Ker f < dim Ker f2.

Comme ce sont des entiers :

‘dim(Ker f?) > dim(Ker f) +1 ‘

c) Par définition Py(z) = det(zid g —f) et Pp2(z) = det(zid g —f?).

dim FE

D’ou, en rentrant le (—1) par multilinéarité de det (linéarité par rapport a chaque colonne)

(—1)?Pp(X)Pp(—=X) = (=1)* det(X id g — f) det(—X id g — )

=det(Xidg —f)det(Xid g +f) n-linéarité avec n = dim E
= det (Xidp—f)o (Xidp+[)) det(f o g) = det(f) det(g)
=det(X?id g — f?) en développant
= Pp2(X?)

2) a) e Pourtout P € E, deg(f(P)) < 3 donc, comme n > 3, f(P) € E.
Donc f est a valeurs dans E.

o V(P,Q) € E?, VX € R,

FOP+Q) = (X2=X+1D)AP+Q)(—=1)+ (X2 = X)(AP +Q)(0) + (X® + X2+ 1)(\P + Q)(1)
= M(X2 =X+ 1)P(=1) + (X* = X)P(0) + (X* + X2+ 1)P(1))
+((X2 = X+ 1)Q(-1) + (X = X)Q(0) + (X* + X* +1)Q(1))
= AM(P)+f(Q)

Donc f est linéaire.

Conclusion : ‘ f est un endomorphisme de F ‘

11
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b) e Noyau : Un polynéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls. Développons
d
pour écrire f(P) = Z arp X"
k=0
PecKer f = f(P)=(X*-X+1)P(-1)+ (X* - X)PO0) + (X + X2+ 1)P(1) =0

— (P(0) + P(1))X3 + (P(—1) + P(1))X?
—(P(-1) 4+ P(0))X + P(-1)+ P(1) =0

PO+ P(1) = 0
P(-1)+P(1) = 0
) P(-1)+P(0) = 0
P(-1)+P(1) = 0

= P(0)=P(1)=P(-1)=0
= 0, 1 et —1 sont des racines de P
—3JQ R, 3[X] P=X(X-1)(X+1)Q carn >0 donc R, _3[X] existe
Réciproquement :
QeR, 3 X]|P=XX-1)(X+1)Q
— f(P)=(X?* =X +1)P(-1)+ (X3 - X)P(0) + (X + X2 +1)P(1) =0
= PeKerf

Conclusion :

[Ker f = X(X = 1)(X + )R, 3[X] et dimKer f =n—2]

e Image : Le théoreme du rang nous dit (¢a doit étre pavlovien)
dimIm f =dimE —dimKer f=n+1—(n—2)=3
De plus, pour tout P € E,

f(P) = (PO)+P1))X® + (P(-1)+P(1)X? — (P(-1)+P0)X + P(-1)+P(1)
= aX3 + bX? + cX + b
= aX?® + (X% +1) + cX
€ Vect (X3, X2 +1,X)

Donc Im f C Vect (X3, X2 +1, X).

Or (X3, X? 41, X) une famille échelonnée en degré donc libre.
Ainsi, dimIm f = dim Vect (X3, X2 +1,X) = 3,

puis

Im f = Vect (X?, X2+ 1,X) et dimIm f=3

c) Comme n > 3, dimKer f =n —2 > 1, donc f n’est pas injectif.
Comme f est un endomorphisme en dimension finie, il n’est pas non plus surjectif.
d) Comme f n’est pas injectif, Ey = Ker f # {0}. Ainsi,

‘0 est valeur propre de f ‘

Notons «a sa multiplicité. Comme dim Ey < a et que dim Ey = dim Ker f =n — 2, il vient

a=>n—2
e) (apres calcul, mettre au moins un étape intermédiaire sur la copie)

f(Q1) = 4Q: et [(Q2) = 2Q2

En conclusion‘ (1 est un vecteur propre de f pour la valeur propre 4, et (2 pour la valeur propre 2

12
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f)

g)

h)

D’apres les résultats de la question (b), le polynéme X3 — X appartient a Ker (f) NIm (f), ce qui
montre que

‘La relation Ker (f) @ Im (f) = E n’est pas satisfaite‘

D’apres la question 1(a), tout carré d’une valeur propre de f est valeur propre de f2.
Puisque 0, 2 et 4 sont valeurs propres de f, 0, 4 et 16 sont des valeurs propres de f2.
De plus, d’apres la question 2(f), Ker (f) NIm (f) # {0}, et donc, d’apres la question 1(b),

dim Ker (f?) > dimKer (f) +1=n—1

Les sous-espaces propres de f2 associés & 4 et 16 étant de dimension au moins 1, la somme des
dimensions des sous-espaces propres de f2 est supérieure ou égale An—1+1+1=n+1 = dim(E).
On en déduit que f? est diagonalisable, et n’admet aucune autre valeur propre que 0, 4 et 16. De
plus :

dimKer (f?) =n -1, dimKer(f?>—4idg)=1, dimKer(f*-16idg)=1.

Puisque f? est diagonalisable, le polynéme caractéristique Pp2(X) est scindé, et, au vu des di-
mensions des sous-espaces propres :

Pp(X) = X" (X —4)(X — 16).
Ainsi, Py (X%) = X?72(X?% — 4)(X? — 16), et donc, en utilisant 1(c) :
Pp(X)P(=X) = (-1)"X*" 7% (=2)(X +2)(X — 4)(X +4).

Le polyndme caractéristique P(X) divise donc (—1)"X?""2(=2)(X + 2)(X — 4)(X +4), qui est
un polynéme scindé. Ainsi, Pr(X) est scindé, donc ‘ f est trigonalisable‘

Montrons que f n’est pas diagonalisable en procédant par I’absurde : si fest diagonalisable, alors
il existe une base de E constituée de vecteurs propres pour f. Puisque Ker (f) est de dimension
n — 2, on peut choisir une telle base (P;)o<i<n telle que f(FP;) =0 pouri < n—3et f(F) = NP
pour i > n — 2 avec \; valeur propre non nulle de f. Mais alors, (P;)o<i<n est encore une base
de vecteurs propres pour f2 : les valeurs propres associées sont 0 pour i < n — 3 et /\12 = 0 pour
i > n — 2, donc dim Ker ( f2) =n — 2, ce qui est en contradiction avec le résultat de la question
(9). On a ainsi établi que f n’est pas diagonalisable.

On sait déja que 0, 2 et 4 sont valeurs propres de f, la dimension du sous-espace propre associé
a 0est n—2.Si f admettait une autre valeur propre, la somme des dimensions des sous-espaces
propres serait supérieure ou égale a n + 1, ce dont on pourrait déduire que f est diagonalisable.
Ainsi, les seules valeurs propres de f sont 0, 2 et 4, et les dimensions des sous-espaces propres
sont pour la méme raison (non diagonalisabilité de f) n—2, 1 et 1. Le sous-espace propre associé
a 0 est I’ensemble des multiples de X (X —1)(X +1), le sous-espace propre associé a 2 est la droite
vectorielle engendrée par (J2, et celui associé a 4 est la droite vectorielle engendrée par Q).

FIN DE L’EPREUVE



