Lycée St Joseph Lundi 20 janvier 2020
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 6

Correction

Exercice 1 (CCINP 2019 PC)
Partie 1 (Produit Scalaire sur R, [X])

I.1 - Généralités
1) Soit P et Q@ € R,[X] non nuls. La fonction f : ¢ +— P(t)Q(t)e”" est continue donc continue par
morceaux sur [0, +ool.

Etude en 400 : Notons d = deg P et ag le coefficient de plus haut degré (donc ag # 0) de P, et de
méme e = deg @ et b, # 0 le coefficient de plus haut degré de Q.

2 ~ d+e+2 —t
t f(t) agbet e m} 0

1 too
par croissance comparée. Ainsi, f(t) = o (152) Or / 7] dt est convergente (Riemann, o =2 > 1).
1

“+00
Donc par comparaison, / f(t) dt converge absolument donc converge.
0

Si P ou @ est nul, I'intégrale converge aussi — et est nulle. Conclusion :

‘ L’intégrale définissant (P | @) est convergente ‘

2) D’apres la question 1, les intégrales qui suivent convergent. Montrons que (. | .) est un produit scalaire.

e Symétrique : Pour tout (P, Q) € E?,
+oo +o00
(PlQ)= P(t)Q(t)e " dt = Qt)P(t)e™" dt = (Q | P)

0 0

Donc (. | .) est symétrique.

e Bilinéaire : Soit Q € F fixé. Pour tout (Py, P,) € E? et tout A € R, par linéarité de 'intégrale,

+oo
(PP Q)= [ (AP + P0)QMe dt = AP Q)+ (P2 Q)

Donc (. | Q) est linéaire. Par symétrie, (. | .) est bilinéaire.

e Positive : Pour tout P € E, par positivité de I'intégrale,

(P|P)= /Om (P®)?etdt >0

>0

Donc (. | .) est positive.
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e Définie positive : Soit P € E tel que

(P|P)= /()+OO(P(t))26t dt =0

Ainsi, t — (P(t))%e™" est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur lintervalle
[0, +00], donc, d’apres le théoréeme du cours, elle est nulle sur cet intervalle :

Yt e [0, 400,  (P(t)%e =0

Donc P a un infinité de racines : tous les ¢ € [0, +oo[ (e™* # 0).
Donc P = 0.
Ainsi, (. | .) est définie positive.

Conclusion :

‘ (. ] .) est bilinéaire, symétrique, définie positive donc c’est un produit scalaire sur R,,[X]. ‘

1.2 - Calcul d’un produit scalaire
1) D’apres la question 1, avec P = X FouXFletQ=1,les intégrales considérées convergent.
Toujours vérifier la convergence avant de se lancer dans les calculs.

Comme lim —t*e~t =0, le théoréme d’intégration par partie s’écrit

t——+o00
+0o0 + +0o0 u =t u' = kth!
/ thetdt = [—tke_t} oo+/ kth—le=t dt avec { o, .
0 0 0 V= —e v =e¢e
“+oo
= k/ th=te~tat
0
Conclusion :
+o0 +o00
/ the~tdt = k:/ th=te~tdt
0 0
2) Montrons par récurrence que la propriété :
Hi: (XF|1) =k
est vraie pour tout k € [0,n]. Toutes les intégrales convergente d’apres 1.
+00
« Ho:(1]1) :/ et dt = [—e 1™ = 1, d'ott Ho.
- 0
o Hj; = Hjy1 : Supposons Hy vraie, pour k < n.
(XM 1) = k+1)(XF 1) D’apres 1.2.1
= (k+ 1)k! D’apres Hy,

= (k+1)!
Donc Hjy1 est vraie.

e Conclusion : |Vk € [0,n] (X¥ | 1)=&

Partie 2 (Construction d'une base orthogonale)
I1.1 - Propriétés de ’application «

1) e Morphisme : Soit (P, Q) € R,[X]? et X € R,
aAP+Q)=XAP+Q)"+(1-X)AP+Q)
=AXP' +XQ"+ X1 -X)P'+(1—-X)Q  Par linéarité de la dérivation
= Aa(P) + a(Q)

Donc « est linéaire.
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e a:R,[X] = R,[X] : Soit P € R,[X]. a(P) est un polynéme et

deg(a(P)) < max(deg(P") + 1,deg(P')+1 <max(n—2+1,n—1+4+1)=n

Donc «o(P) € R, [X].
Conclusion :

’ a est un endomorphisme de R,,[X] ‘

2) a(l) =0, a(X)=1—- X et pour tout k € [2,n],

a(X?) =k(k—1)X" 1+ (1 - X)kXP!
— ]{32Xk_1 _ ]{ZXk

Cette formule reste valable pour k =0 et k = 1, vu que les formules de dérivation sont aussi valable en k =0

et k=1.
Conclusion :
0 1 0 0
0 -1 4
-2
0
: .eon?
0 -+ v i 0 —n

3) La matrice de « est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
De plus, ceux-ci sont 2 a 2 distincts donc o admet n valeurs propres 2 a 2 distinctes :

‘ « est diagonalisable et Sp (o) = {—k | k € [0,n]} ‘

I1.2 - Vecteurs propres de ’application «

1) Comme —Fk, avec k € [0,n], est une valeur propre de o, et £_ = Ker (a+kIdg,[x]) est le sous-espace
propre associé. La multiplicité m_j de —k est 1 (les valeurs propres sont deux a deux distinctes) et

1<dmE_<m_=1

Donc

dim Ker (Oé + I{?Ian[X]) =1

2) Les démonstration d’existence + unicité sont un classique. On commence par montrer l’unicité, en prenant deux
exemplaires qui conviennent et en montrant qu’ils sont égauzx, ce qui permet de manipuler les notions en jeu
dans la question avant de se lancer dans ['unicité.

e Unicité : Soit P et Qf qui conviennent : P, € E_j, et Qk € E_j, unitaires (donc non nuls).
Comme dim F_j = 1, ils sont colinéaires : il existe A € R* tel que P, = AQj (car non nuls).
Donc ils ont méme degré d (A # 0) et sur les coefficients I’égalité s’écrit ag = Abg avec ag = by = 1.
Donc A =1: P, = Q. Il y a unicité.

e Existence : D’apres ci-dessus, dim E_;, = 1 : soit P, une base de E_j. Quitte a diviser par le
coefficient dominant (non nul par définition), on peut suppose Py unitaire, et il vérifie

a(Py) = —kPy

D’ou 'existence.

Conclusion :
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‘ Il existe un unique polynéme Py € R, [X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant a(Py) = —kP, ‘

3) Notons d = deg P;,. D’aprés la question 11.2.3, P, = X% + Q avec Q € Ry_1[X], et
a(P) = (X! + Q)
= a(X9) +a(@)
= —dX?+ X+ a(Q)

De plus deg(a(Q)) < max((deg@) —2+1,(deg@) —1+1) < d.
Comme Py, est un vecteur propre pour la valeur propre —k, il vient

a(P) = —kP, = —dX+ *XT 1+ a(Q) = —k(X4+ Q)
= —d=—k en identifiant les coefficients de degré d

Méthode : si deg P = d, écrire P = ag X+ Q avec deg Q < d (isoler le monome de plus haut degré) et remplacer

Conclusion :

dans les formules.

4) D’apres 11.2.3, deg P, = k. Cette question, pour k petit, était faisable en admettant la question précédente.

o k=0: Py est de degré 0 et unitaire donc

On l'a aussi grace au I1.1.2 : a(1) =0 et il y a unicité de Py.

e k=1: P est de degré 1 et unitaire donc P, = X + ag. De plus a(P;) =1 — X donc
Oz(Pl):—P1:>1—X:—X—a0

Donc ag = —1. Ainsi,
P=X-1
o k=2:P=X?—4X + 2 est unitaire, et
a(P) = a(X?) — 4a(X) 4+ a(2)
= (—2X24+4X) —4(1-X)+0
=-2X?+8X —4
= —-2P

Donc, par unicité de Ps,

Py=X?-4X+2

I1.3 - Orthogonalité de la famille (Fy,..., F,)

1) D’apres L.1.1 toutes les intégrales qui suivent convergent. Effectuons une intégration par partie :

u=tP'(t)e " u' =P (t)et +tP"(t)e " —tP'(t)e!
= (tP"(t)+ (1 —t)P'(t))e"
v=Q() v =Q'(t)

Comme , 1igl tP'(H)Q(t)e™" = 0, le théoréme d’intégration par partie s’écrit
—+00

400 +o00 +oo
/ P(OQ (et = [P (DQ(1e ] - / (tP"(8) + (1 — )P/ () Q(t)e " di
0 0
=0—(a(P) | Q)

Ainsi,

+oo
(a(P) ]| Q) = - /0 P (0@ (1)e"dt




DST 6

2) La formule de la question précédente appliquée a P, = @ et Q1 = P nous donne

+o0 .
((Q) | P) =~ / tQ' (t) P (t)e~tdt
0
Donc, (a(Q) | P) = (a(P) | Q) et par symétrie du produit scalaire

[(a(P) | Q) = (P | a(Q)]

Donc « est un endomorphisme symétrique.

3) D’apres I1.3.2, « est un endomorphisme symétrique. Donc ses sous-espaces propres sont deux a deux

orthogonaux.

Or ceux-ci sont les E_j = Vect (Py) d’apres I1.2.2 : la famille Z = (P, ..., P,) est donc une famille
orthogonale.

Elle est par conséquent libreﬂ Or Card # =n+ 1 = dimR,[X]. Donc £ est une base de R, [X].
Conclusion :

‘ (Po, ..., P,) est une base orthogonale de R, [X] ‘

Partie 3 (Méthode de quadrature de Gauss)
A
1) Soit A= : | e R"™.
An
Supposons que A vérifie (k) :

+oo
VP € Ry_1[X], / Je~tdt — Z)\ P(x;)
0

Montrons la relation matricielle.

Comme (*) est vraie pour tout polynéme P € R,_1[X], elle est en particulier vraie pour
L,X,..., x4

+o0
Vk e [1,n—1], / the=tdt = (X% | 1)
0

= k! D’apres 1.2.2
n
Z zl D’apres (x)
Matriciellement, cette relation s’écrit :
1 1 1 0!
T T9 Tn 1!
: .| A=
L ap (n—1)!

Supposons que A vérifie la relation matricielle :

Vee[ln—1], Y Naf=k=(X"|1)

1. cette famille est une base pour de multiples raisons : parce que c’est une famille orthogonale (donc libre), parce que c’est
une famille de vecteurs propres associés & des valeurs propres deux & deux distinctes (donc libre), parce que « est diagonalisable
n

et donc E = @ E_j (donc génératrice et libre)
k=0
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n—1
Montrons (x). Soit P = Z ar X" € R,_1[X]. Ainsi,
k=0

n—1
(P11) =3 axX™ | 1)
k=0

n—1
= Z arn(X* | 1) Par bilinéarité du produit scalaire
k=0

= Z Z ak)\il‘f (Méthode : toujours intervertir deux Z}

Donc la relation (x) est vérifiée.

Conclusion :
1 1 el 1 A1 0!
I 9 ce T )\2 1!
(M- -5 A) € R vérifie (+) <= | . . " T =
A R Ll B O W (n—1)!

n

On peut aussi considérer ¢ € £ (R,,—1[X]) défini par o(P) = (P | 1) — Z AiP(z;). 1l est nul si et seulement

i=1
st il est nul sur une base de R,,_1[X]. C’est une approche plus abstraite.
1 1 . 1
1 To ... Tp
2) D’apres le cours, la matrice V = . ) . est la matrice de Vandermonde, et son
n—1 n—1 n—1
Ty Ty R
déterminant vaut H (xj — ;) : il est ici non nul puisque les (z;) sont deux a deux distincts.
1<i<j<n
0!
Ainsi le systeme VA = : a une unique solution,
(n—1)!
0!
A=Vt :
(n—1)!

D’apres II1.1,

Il existe un unique n-uplet (A1, ..., \,) € R" vérifiant (x) ‘

3) Posons P = P?. Le produit scalaire est défini positif donc

/ " Pletdt = (Py | P2) £0
0
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De plus les z; sont les racines de P,, donc

Finalement :

+oo n
Le polynéme P = P? € Ry, [X] vérifie / P(t)e 'dt # > XiP(;)
0

1=0

Exercice 2 (PT A 2016)

1) Théoreme spectral : A est symétrique réelle donc diagonalisable dans une base orthonormée.

2) Polynéme caractéristique :

XA(x) = det(zl3 — A)

T —2 1 0
= 1 xr— 2 1
0 1 x—2 | La<+ L3— 1Ly
Tz —2 1 0
= 1 r—2 1
—(x—=2) 0 x-2
r—2 1 0
—(z-2)] 1 z-21
-1 0 1
r—2 1 0
=(x—-2)| 2 x-2|0
-1 0 |1
xr—2 1
=@=21

=z -2)(z—2-V2)(-2+V2)

L2<—L2—L3

Parfois, les opérations sur les lignes et les
colonnes n’aboutissent pas. Il faut savoir
mesurer son temps : au bout de 5 minutes,
si rien ne se profile : Sarrus (ou développe-
ment barbare par rapport a une colonne ou
ligne comportant au moins un zéro).

Ici, il y a déja 2 zéros dans la matrice, ¢a
va bien se passer.

XA(x) = det(zl3 — A)

T —2 1 0
= 1 Tz —2 1
0 1 z—2

(-2 4+0+0—0—2(x—2)
= (@-2)((z-2?*-2)
(z—2)(x —2—V2)(-2+V2)

Les valeurs propres de A sont | A = 2 de multiplicité 1,
A = 2+ V2 de multiplicité 1,
A = 2 — v/2 de multiplicité 1.
On vérifie avec la trace : 2+2+vV2+2—/2 =6 = Tr(A).

Base de vecteurs propres :

Tous les sous-espaces propres sont de dimension 1 car les valeurs propres sont toutes de multiplicité 1.

1 1
e Fhy=Ker(I3—A): Al 0 |=]0
-1 -1

, donc, comme dim F; =1,

Ey=Vect (| 0 |)
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V2 1 0 y=—V2z
XeEB, s+ |1 v2 1 |[X=0 @{Z:—l/\@y:x
0 1 V2 .
V2r4+y=0 —= X=|-V2u
= L r+V2Y+2=0 Ly 2Ly —\2L, x
y+v2z=0 1
Vaz+y =0 — X € Vect(| -v2])
= {V2+2:=0 Ly=+2L; :
y+vV22=0
1
E2+\/§:Vect( —V2)
1

o By 5=XKer((2- V2)I3 — A) est orthogonal & Fs et E,, /5 donc

1 1 —V2 1
0 |A|—V2|l=]| -2 |=-Vv2[V2
-1 1 -2 1
est une base de E,_ ok
1
E,_ 5= Vect ( V2 1)
1

Les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, donc il suffit de normer les vecteurs obtenus
pour avoir une base orthonormée : Conclusion :

1 1 1
1 1 1
B = (— ol,=(=v2|,=[v2 ) est une base orthonormée de vecteurs propres
velg) 2l ) 2\

3) 0 n’est pas valeur propre, donc

‘La matrice A est inversible

V2 11
4) Soit | P = 3 0 —v2 2| |la matrice de passage de la base canonique & %’. C’est une matrice
V2 1 1
orthogonale, car c¢’est une matrice de passage d’une base orthonormée a une base orthonormée. Ainsi
V20 V2
pl=pPT=-11 V2 1
1 V2 1

La formule de changement de base s’écrit X = PX’. Donc X' = P~'X = PTX et

v = (z+2)/V2
Y = (x—V2y+2)/2
Y= (o 4By + )2
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5) e Dans la base canonique :

(Au,u) = (AX)TX

= XTAX
20 —y
:(ZE Y z) —xr 42y —=z
—y+ 2z

=227 — 22y + 2% — 2yz + 227

2 0 0
e Dans la base de vecteurs propres : avec D = |0 2+ +/2 0

0 0 2—-2

(Au,u) = (DX")T'X' Car %' est une base orthonormée de R?

9

/

= (2:0' 2+V2)y (2- \/5)2’) z/

/

=222 + 2+ V2)y? + (2 — V2)2?

6) Dans la base 4, on a

(Au,u) =22 + (2+ V2)y” + (2 - v2)2"
> (2 - \/§)<$/2 +y/2 + Z/2)
> (2 = V2)|ul® Car [|ul]® = 2 +y* + 2"

Donc

VueR® (Au,u) > Aul?

7) Montrons que (.,.) 4 est un produit scalaire.

e Symétrique : Pour tout (u,v) € E?,

Au,v
u, Av
Av,u

v, u) A

(u,vy 4 =

Car A est symétrique

= -

Car (.,.) est symétrique

o~ o~~~

Donc (.,.) 4 est symétrique.

e Bilinéaire : Soit v € E fixé. Pour tout (u,uz) € E? et tout \ € R,

(Aui +ug,v) 4 = (AMug + Aug,v) = AMug,v)a + (u2,v) 4
Donc (.,v) 4 est linéaire. Par symétrie, (.,.) 4 est bilinéaire.

e Positive : Pour tout u € E, d’aprés la question 6 (A = 2 — v/2 > 0),
(w,upa = (2= V2)|[ull* > 0

Donc (.,.) 4 est positive.

e Définie positive : Soit u € E tel que

(u,uyg =0

Ainsi, on a I'encadrement : 0 > (2 — v/2)||ul|* > 0. Donc u = 0 car (.,.) définie positive.
Ainsi, (.,.)4 est définie positive.
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Conclusion :

‘ (.,.)A est une forme bilinéaire, symétrique, définie positive donc c’est un produit scalaire

Exercice 3

Partie 1 (un exemple)

1) Polynéme caractéristique :

XA(x) = det(zl3 — A) L1 -1
. 1 1 =xz| 0 -1 2
-2 1
= -1 =x 1 Ci+—Ci+Cy+C5 0 T
1 -1 =z z—1 2
il I S |
z 1 -1
=z =z 1 Ly Ly— 1Ly :x<(x—1)(x+1)+4)
r —1 «x L3%L3—L1

= x(2® +3)

Conclusion :

La matrice A n’a qu’une valeur propre réelle, 0

2) [(X,Y)=XTY

(u(X), X) = (AX)'X

= (—xQ +x3 x1—x3 —x1+ 3?2) T2
T3

= —T2x1 + X3T1 + T1X2 — L3T2 — T1X3 + T2T3

=0
Ainsi,
u est un endomorphisme antisymétrique
On pouvait aussi le montrer comme en 2.3.b, en utilisant uniquement AT = —A : dans ce cas, il y a moins de
calculs.
3) Noyau :
Comme 0 est une valeur propre de multiplicité g = 1, et que 1 < dim Ey < ap = 1, on a dim Ker u = 1.
2 = r=y=2z2
X=|y| eKeru < AX =0
» xT €T
— X=|yl|l=|=z
— r—2=0 1
—x+y=0 Li+Lo+L3=0 = X € Vect |1
1

10
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Conclusion :

Ker u =Vect | 1

Rang : Le théoreme du rang s’écrit

rg v = dim R® — dim Ker u = 2

4) On remarque que

Or Im u est engendrée par les vecteurs colonne de la matrice A, et Ker u = Vect ( ) d’apres 3).

[ -

Donc Ker u L Im u. Ainsi, Ker u € (Im u)*.

De plus dim F = 3 finie, donc pour tout sous-espace vectoriel F, F & F+ = E. Ainsi,

dim(Im v)* = dim £ — dim Im «

= dim Ker u D’apres le théoreme du rang

Donc il y a inclusion et égalité des dimension :

Ker v = (Im u)*

0 -1
5) (| 1 |,| 0 |) est une famille libre (les vecteurs ne sont pas colinéaires) de vecteurs de Im u (en-
-1 1
gendrée par les vecteurs colonnes de A).
0 -1
Or d’apres 4), dimIm v = 2. Donc (e1,e2) = (| 1 |,| 0 |) est une base de Im w.
-1 1

Procédé d’orthonormalisation de Schmidt : soit v = 9 — Aeq, avec A € R tel que v L €7 :

(v,e1) =0 = (g2 — Aeq,€1) = (€2,€1) — Aer, €1)

—2
(e2,€1) L 1
onc (e1,e1) 5’ puis v = g2 + 281 5 .
Finalement, en normant,
0 1 (2
Une base orthonormée deImuest (—= | 1 |,—=| 1 |)
V2io) VoL

On pouvait aussi immédiatement utiliser que Ker v | Im u, et dans ce cas le second vecteur de la base de Im u

1 0
peut s’obtenir par le produit vectoriel : (1) A ( 1 ) .
1 —1

6) Comme Ker u = (Im u)*, on a

e Ker u®Im u = F : la réunion d’une base de Ker u et d’une base de Im u sera une base de E,

11
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e Ker v L Im u : la réunion d’une famille orthogonale de Ker u et d’une famille orthogonale de
Im w sera une famille orthogonale.
Ainsi,

‘ A = (e1, ea,e3) est une base orthonormée de E

7
e u(e;) =0 car e; € Ker u
0
1
o u(ey) = ﬂ 11
—= 0 0 0
‘[ ) A=10 0 -1/V3
— V3es 0 V3 0
o u(es 1
o R

1/V3 0 —2/V6
Matrice de passage P (orthogonale) : |P = [1/v/3 1/v/2 1/V6
1/V3 —1/vV2 1/V6

Formule de changement de base : | A = PA'P~}

Partie 2 (Généralités)

1) a) Le produit scalaire est bilinéaire :

(u(z +y), 2 +y) = (ulx) +uly),z +y)
= (u(z),z +y) + (uy), = +y)
= (u(2), z) + (u(),y) + (u(y), ) + (u(y), y)
= (u(x),y) + (z, u(y))
Or u est antisymétrique, donc (u(z + y),z +y) = 0. Ainsi,

b) Nous venons de montrer, en 1)a),
u est antisymétrique = pour tout x,y € E, (u(z),y) = —(z,u(y))
Réciproquement : supposons que pour tout z,y € E, (u(z),y) = —(x,u(y)). En y = z,
Vee E, (u(x),z)=—(z,u(x)) = —(u(z), )

Donc Vz € E, (u(z),xz) =0 : u est antisymétrique. Finalement,

‘u est antisymétrique si et seulement si, pour tout x,y € F, (u(x),y) = —(z,u(y)) ‘

2) e Montrons que Ker u C (Im u)t :

x € Keru= u(x)=0
—= V' e B, (z,u(z)) = —(u(z),2’)  d’apres 1)a)
= (0,2") car x € Ker u
=0
— Vy € Im u, (z,y) =0

— 2 € (Imu)*

12
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Donc

Ker u C (Im u)*

e Montrons que dim Ker v = dim(Im u)=.
D’apres le théoreme du rang, dim Ker v + dim Im v = dim F.
De plus, dim F+ + dim F' = dim E, donc ici dim(Im «)* 4+ dimIm u = dim E.
Par conséquent
dim Ker v = dim(Im u)~*

Conclusion : par inclusion et égalité des dimensions,

€1

Ker v = (Im u)

3) Soit # une base orthonormée de E.

a) Soit (z,y) € E? et X, Y les vecteurs colonnes des coordonnées de z et y dans & associés. La
base % est une base orthonormée donc

(w,y) = XY
b) Notons A = (a;;) la matrice de u dans 2.
Supposons u antisymétrique.

n
Vi el,n], u(e;) = Z(u(ej), ei)e; car % est une base orthonormée

i=1

n
= Z ai;e; par définition de a;;

i=1

Par conséquent,

V(Zm]) € [[1,71]]2, Qij = <u(€j)7ei>
= —(ej, ule:))

c’est-a-dire,

La matrice A est antisymétrique ‘

Supposons A antisymétrique : AT = —A. Soit (z,y) € E? de vecteurs colonnes associés X
et Y dans la base £.
(u(z),y) = (AX)TY
= —XTATy rappel : (AB)T = BT AT
= —(z,u(y))

Donc, d’apres 1)b), u est antisymétrique.

Conclusion :

‘u est antisymétrique si et seulement si la matrice A de u dans % est antisymétrique

Partie 3 (Réduction)

1) Soit x # 0 un vecteur propre pour la valeur propre A € Sp (u).

‘ la seule valeur propre réelle possibles pour u est 0
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Par conséquent, si u est diagonalisable, sa matrice dans une base de diagonalisation sera la matrice
diagonale avec des 0 sur la diagonale. C’est-a-dire la matrice nulle. Ainsi, dans ce cas, u = 0.

Réciproquement, I’endomorphisme u = 0 est bien diagonalisable et antisymétrique. Conclusion :

‘Un endomorphisme antisymétrique u est diagonalisable si et seulement si u = 0

2) Soit (z,y) € E>.

(s(x),y) = (u(u(x)),y)
= —(u(x), u(y)) d’aprés 1)b)
= (z,u(u(y))) idem
= (z,5(y))

u

Par conséquent,

‘ L’endomorphisme s = u o u est symétrique ‘

3) a) Comme z € V,, s(z) = az. Donc (s(z),z) = (az, z) = alz|>.
De plus, s = u?, donc par antisymétrie de w,

Finalement,
(s(2),2) = aljz|* = —|lu(2)|?
2
Comme = # 0, ||z|| # 0 et donc a = — H?ﬁ(ﬁﬁj < 0. Or a # 0 par hypothese. Ainsi,
x
a<0

b) e Montrons que F' = Vect (z,u(x)) est stable par u :

,B) ER?, y = azx + Bu(z)

y € Vect (z,u(z)) = I«

— I, B) € R?, u(y) = au(z) + Bu?(z)  Or v?(z) = s(z) = ax
— J(« )

= u(

u
,08) € R%, u(y) = au(z) + afx
y) € Vect (z,u(zx))

Donc u(F') C F,c’est-a-dire

’ F = Vect (z,u(zx)) est stable par u ‘

e Montrons plus généralement que, si F' est stable par u, alors F est stable par u :
Soit y € F*.

Vz € F, (u(y), z) = —(y,u(z)) Car u antisymétrique
=0 Car u(z) € F ety € F*

Donc u(y) € F+. Conclusion :

F est stable par u
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e Déterminons la matrice de u : F' — F défini par u(z) = u(z) pour tout x € F.
Par définition d’un endomorphisme antisymétrique, (u(x),z) = 0, donc (x,u(x)) est une
famille orthogonale de vecteurs non nuls de F' = Vect (z, u(z)) : elle est libre. Par construction,
elle est génératrice. Donc c’est une base, qui plus est orthogonale. Posons

e = — et ey =
[Ed| [[u(z)|

La famille (e1, e2) est une base orthonormée de F.

2
Hlﬁgjly = —a >0, donc @)l V—a.

D’apres 3)a),
]
Comme de plus v?(z) = s(x) = axz,

ey = M@ @) )

“ 2l T 2l Tu(@)]

_Wiw) e oa T e
ued) = @l = @l ~ vealal =~ ¥

Ainsi, u, 'endomorphisme induit sur F' par u a une matrice de la forme

0

(2 _b> avec b=+v—a

dans une base orthonormée (on précisera b)

c) Notons p = dim Ker u. La matrice de u dans une base bien choisie s’écrit :

On décompose E :
E = (Ker u) @, (Ker u)*

Puis on considére u; : (Ker u)™ — (Ker u)* la restriction de u, qui est bijective, et s; = u? qui
est aussi bijective (det s; = detu? > 0).

Nous avons prouvé a la question précédente que I'on peut trouver un sous-espace vectoriel F' de
dimension 2 stable par u; et une base orthonormée %Zr de F' telle que la matrice de la restriction

de u1 & F dans cette base soit
0 —-b
(b 0 ) avec b>0

De plus F* stable par u;, donc us : F+ — F est aussi antisymétrique, inversible, et dim F* <
dim(Ker u)J‘ : on peut appliquer ’hypothese de récurrence (a détailler proprement).

FIN DE L’EPREUVE



