Lycée St Joseph Lundi 20 janvier 2020
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 6

Durée 4 h

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

Les calculatrices sont interdites

Exercice 1
Dans tout l’exercice, on considére un entier n € N*.

Partie 1 (Produit Scalaire sur R, [X])
I.1 - Généralités
Pour tout couple (P, Q) € R,[X]?, on note :

+o00 ¢
(P1Q = [ PHQBE L
1) Justifier que l'intégrale définissant (P | @) est convergente.
2) Montrer que lapplication (- | -) : R,[X] x R,,[X] — R est un produit scalaire.
1.2 - Calcul d’un produit scalaire

1) Soit k € [1,n]. A l'aide d’une intégration par parties, établir que :

+o0 —+o00
/ the=tdt = k / th=le=tdt
0 0

2) Conclure que (X* | 1) = k! pour tout entier k € [0, n].

Partie 2 (Construction d'une base orthogonale)
On considere 'application « définie sur R, [X] par :

VP eR,[X], a(P)=XP'+(1-X)P'

I1.1 - Propriétés de P’application «
1) Montrer que « est un endomorphisme de R,,[X].
2) Ecrire la matrice de o dans la base (1,X,...,X").
3) En déduire que a est diagonalisable et que Sp(a) = {—k | k € [0,n]}.

I1.2 - Vecteurs propres de ’application «

On fixe un entier k € [0, n].
1) Quelle est la dimension de Ker (o + k Idg,, [x]) ?
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2) En déduire qu'’il existe un unique polynéme P, € R,[X], de coefficient dominant égal a 1, vérifiant
Oé(Pk) = —kPk.

3) Justifier que Py est de degré k.
4) Déterminer Py et P;. Vérifier que P, = X 24X +2.

I1.3 - Orthogonalité de la famille (Fy,..., F,)
On fixe un couple (P, Q) € R,[X]%

+oo
1) Montrer que (a(P) | Q) = — /O P (1)Q' (t)e .

2) En déduire que (a(P) | Q) = (P | a(Q)).
3) Montrer que (P, ..., P,) est une base orthogonale de R, [X]. On pourra utiliser I1.2.2 et I1.3.2.

Partie 3 (Méthode de quadrature de Gauss)
On admet que le polynéme P,, admet n racines réelles distinctes que 'on note z1, ..., z,.
On souhaite montrer qu’il existe (A1,...,A,) € R" tel que :

+o0 n
VP € Ry 1[X], /0 P(t)e~tdt =3 AP(w). (%)
i=1

1) Montrer quun n-uplet (Ag,...,\,) € R" vérifie (x) si et seulement si :
1 1 - 1 A1 0!
T To ... Ip A9 1!
A R Ll B O W (n—1)!

2) En déduire qu’il existe un unique n-uplet (A1, ..., \,) € R" vérifiant (x)
3) Déterminer un polynéme P € Ry, [X] tel que :

/ T Petdt £ 3 NP,
0 i=0

Exercice 2
E = R? est muni de sa structure euclidienne canonique. On note B la base canonique.
On considere la matrice

1) Sans calcul, montrer que la matrice A est diagonalisable.
2) Déterminer les valeurs propres de A ainsi qu'une base orthonormée B’ de vecteurs propres de E.
3) La matrice A est-elle inversible ?

4) Soit u un vecteur de R? de coordonnées (z,y,z) dans la base B. Exprimer ses coordonnées (z’,y’, 2")
dans la base B'.

5) Calculer (Au,u) en fonction de (z,y, z), puis en fonction de (z',/, 2').

6) Soit A la plus petite valeur propre de A. Déduire de ce qui précede que, pour tout u € R3,
(Auyu) = A ul®.

7) Pour tous vecteurs u,v de R?, on pose (u,v) 4 = (Au,v). Montrer que I'on définit ainsi un produit
scalaire sur R3.
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Exercice 3
Soit E un espace euclidien muni d’un produit scalaire (., .).
Un endomorphisme u € Z(F) est dit antisymétrique si

Vo € E,(u(z),z) =0
Une matrice A € .#,(R) est dite antisymétrique si AT = —A.

Partie 1 (un exemple)
Dans cette partie, E = R? euclidien canonique, muni du produit scalaire canonique

X1 Y1 1 U1 3
V(|22 |, |92 |) € E? ({2 ] w2 ]) =D zivi
x3 Y3 x3 Y3 =1

L’endomorphisme u de E est défini par u(X) = AX pour tout X € E, avec

1) Déterminer les valeurs propres réelles de A.

2) Rappeler I'expression matricielle du produit scalaire (X,Y), ot (X,Y) € E?. En déduire que u est un
endomorphisme antisymétrique.

3) Déterminer Ker u et en déduire le rang de u.

4) Montrer que Ker v = (Im u)=.

5) Déterminer une base orthonormée de Im wu.

6) On note e; un vecteur unitaire de Ker u et (eg,e3) une base orthonormée de Im u. Montrer que
P = (e1,e3,€3) est une base orthonormée de E.

7) Donner la matrice A" de u dans la base %, la matrice de passage P de la base canonique & la base %
et la formule reliant A, A’ et P.

Partie 2 (Généralités)
Désormais, E est un espace vectoriel euclidien quelconque, de dimension n. Soit 4 un endomorphisme de F.

1) a) On suppose u antisymétrique. En considérant le vecteur x + y, établir que, pour tout x,y € F,
(u(x), y) = —(2,u(y))

b) En déduire que u est antisymétrique si et seulement si, pour tout x,y € E, (u(z),y) = —(x, u(y)).
2) On suppose u antisymétrique. Montrer que Ker u = (Im u)J‘.
3) Soit Z une base orthonormée de E.

a) Soit (x,y) € E? et X, Y les vecteurs colonnes des coordonnées de x et y dans Z associés.
Rappelez I'expression matricielle du produit scalaire (z,y) a l'aide de X et Y.

b) Montrer que u est antisymétrique si et seulement si la matrice A de u dans % est antisymétrique.
Partie 3 (Réduction)
Désormais, u € Z(F) est supposé antisymétrique.

1) Quelles sont les seules valeurs propres réelles possibles pour u ?
A quelle condition un endomorphisme antisymétrique est-il diagonalisable ?

2) Montrer que 'endomorphisme s = u o u est symétrique.

3) Soit a l'une des valeurs propres non nulle de s (s’il en existe) et V, le sous-espace propre associé.
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a) Soit x € V, \ {Og}. Montrer que
(s(x),2) = allz|* = [lu(2)|?

et en déduire que a < 0.

b) On considere toujours = € V, \ {0g}
Montrer que F' = Vect (x,u(z)) et F sont stables par w.

Montrer que I’endomorphisme induit sur F' par u a une matrice de la forme

)

dans une base orthonormée (on précisera b)

¢) En déduire une matrice réduite de u dans une base bien choisie.

FIN DE L’EPREUVE



