Lycée St Joseph Lundi 17 décembre 2018

Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 6

Correction

Exercice 1 (CCP TPC 2018)

Partie 1
1) Calculons le polynoéme caractéristique :
r—3 5 —2 r—3 5| -2 ) i
xa@)=| -2 z4+4 —2[Lo¢— Ly—1I; —@-1)] -1 1|0 (Triangulaire
1 1z 0 ‘ = par blocs)
z—3 ) -2
r—3 5
1 —1 T
z+2 5
r—3 5 =2 =z(z-1)" 1‘
=(@x—-1)| -1 10
1 -1 x|L3<+— L3+ Lo :x(m—l)(m—l—?)
Conclusion :
‘XA(.%) =z(zx—1)(x +2) ‘
Valeurs propres :
e A\ =0 de multiplicité a =1
e \ = 1 de multiplicité a =1
e A\ = —2 de multiplicité o =1
Vous avez bien sir vérifié avec la trace : Tr A= —-1=0+1— 2.
2) La matrice A admet n = 3 valeurs propres distinctes, de multiplicité 1, donc
La matrice A est diagonalisable
3) Calcul de Ey = Ker A :
T —r+y=0
X=|y| ek < AX=0 = { 2y +22=0
& 2y +2:=0
3 —5y+22=0 L1 < Lj y=2z
= (2x0—4y+22=0 <:>{z— _ .
—r+y=0 T T 1
— (20 —4y+22=0 Lo+ Ly+2L, z x 1
3r —5y+2z=0 L3+ L3+ 3Ly 1
< X &Vect |1
1
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Conclusion :
1
Ey=Vect |1
1
1 1
Si on préfere le raisonnement au calcul, on peut remarquer (au pif) que A | 1| =0. Donc | 1| € Ej.
1 1
Or la multiplicité de A\ = 0 dans le polynome caractéristique est a« = 1, donc 1 < dimFEy < o = 1. Ainsi
1
dim Ey = 1. Donc Ey = Vect | 1
1
1l faut bien sur justifier bien proprement la dimension de E.
1 -2 1
Toujours en testant des X simples, on remarque que A | 1| = | =2 | donc de méme E_5 = Vect | 1
0 0 0
Calcul de Ey = Ker (I3 — A) :
x r—y+z2=0
X=1ly €E1<:>(13—A)X=0 3y =0
z
r=—z
2z +5y—22=0 Ly < Ls @*{y_
— { 2z+5y—2z=0 . . 1
r—y+2=0 <— X=|y|l=|0|=2]0
r—y+2=0 z z 1
—2x+5y—22=0 Lo+ Lo+ 214 —1
< X eVect | 0
1
Conclusion :
-1
Ei=Vect | 0
1
Vous pouvez toujours vérifier que AX = A\X, pour vérifier vos calculs.
Calcul de E_5 = Ker (—2I3 — A) :
x =y
=
X=|y|€eE < (I3-A)X=0 (L1 <> L3) 2=0
z
T Y 1
<=  —br+5y—22=0 Lo+ Lo+5I4 z 0 0
—2.%'+2y—22=0 L3<—L3+2L1 1
x—y—?z:() <— X € Vect (]).
= —122 =0
—6z=0
Conclusion :
1
E_o9=Vect |1
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Finalement, comme R3 = Ey & E; @ E_o,

-1 1
B = o], 1
1 0

4) Les matrices D et P dépendent de votre choiz de %'

valeurs propres dans D.

, et en particulier de [’ordre des vecteurs

1 -1 1 00 O
P=11 0 1 D=1]01 0
1 1 0 0 0 -2

A=PDpP!

5) Dans la joie et l’enthousiasme, en route pour un pivot de Gauss. Donc

mise sous forme triangulaire puis remontée de pivot.

1 -1 1]1 0 0 1
~ 1 0 1/0 10 Lo+ Ly — Iy ~ 0 1
1 1 0/0 01 L3+ Ly — Ly 0
1 -1 1]l1 00 1
~ 01 01]-110 7 0
0 2 —-1|-101 Ls < Ls — 2L 0 0 1
1 -1 1]1 0 o0
~ 1 0]-1 1 0
0 -1/ 1 -2 1 L3 < —Ls
Conclusion :
1 -1 1
Pl=1-1 1 0
-1 2 -1

Vérifiez les derniers coefficients en bas a droite du produit PP~L.

0

00
10

et donc des

:a Daide d’opérations sur les lignes,

-1 1

0
1

1

-1 1

-1 2

1
-1
-1

0 0
0

-1

-1 1
1 0
2 -1

Ly <+ Li—Ls+ Lo

Partie 2 (Application aux équations différentielles) 1) avec la matrice A de la partie 1.

2) [X=PX,

3) Dans la base £, le systéme s’écrit X| = DX, c’est-a-dire

ri(t) = 0
(S)4 wit) = n®)
2(t) = —2z(t)
Ce systeme a pour solutions :
."L‘1(t) = 01
yi(t) = Coe
21 (t) = 03672)&

ou (C1,Cs,Cs) € R? dépendent des conditions initiales. D’aprés le résultat de la question 2, la formule

de changement de base nous donne X = PX7, donc

1‘(t) =(C1 — Cget + 0367215
y(t) = Cy 4 Cze?
Z(t) =C1+ Cget
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De plus X; = P71X, donc
Ch 1
X00=|cy| =P 10
Cs 2

Par conséquent C; =3, Oy = —1 et C3 = —3.

z(t) =3+ — 37
y(t) =3 — 3e2t
2(t) =3 — ¢

Partie 3 (Autre application)
Pour k£ € R, on définit
©. = {M € //fg(R) | AM = kMA}
1) Par définition, €3, C #5(R).
Montrons que % est non vide :

A0 =0=k0A

Donc 0 € %}, par conséquent %, # ().
Montrons que % est stable par combinaison linéaire : Soit M, N € ‘5,3 et A € R.

AOM + N) = MM + AN
= MMA+KNA Car M et N € 6,
= k(AM + N)A

Donc AM + N € €.
Donc %}, est stable par combinaison linéaire.

Finalement,

%} est un sous-espace vectoriel de .#5(R) ‘

On pouvait aussi poser ¢ : M — AM — kM A et prouver que @ était linaire. Alors 6, = Ker ¢ est un sous-espace
vectoriel.
2) Supposons AM = kM A. Montrons que DM’ = kM'D.
En multipliant par P~! et P, il vient M’ = P"'MP et D = P~*AP.

DM' = P~ tAPP 'MP

=P lAMP

=kP 'MAP Car AM =kMA
=kP 'PM' P tPDP'P Car M = PM'P~'et A= PDP~!
=kM'D

Donc DM’ = kM'D.
Supposons DM’ = kM'D.
AM = PDP'PM'P~!
= PDM'P!
=kPM'DP~! Car DM’ = kM'D
=kMA

Donc AM = kMA.

AM = kMA <= DM’ =kM'D
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6
a a/ a//
3) a) Dans toute la suite de la question on pose M' = | b b "
c Cl C//
0 0 0 0 a —2d"
DM =1 b b b’ et M'D=10 bt -2v
—2c -2 -2 0 ¢ -2/

. . /s . . N . . .
On remarque que multiplier M" a droite par D revient a faire une opération sur les colonnes — et donc, en

transposant, multiplier a gauche par D revient a faire une opération sur les lignes.

k=0:
M' ey, < DM' =0 a a d
<:> M/ — b b/ b//
b=0 ron
Y0 c ¢ ¢
b,/ B O a a/ a//
— - =10 0 O
—2c=0 0 0 O
I
—20//—0 100 010 00 1
—-2d"=0 =al0 0 0|+d]0 O 0]l+d"]0 0 O
00O 0 0O 00O
<= M’ € Vect (E11, E12, E13)
Conclusion :
6o = Vect (E11, E12, E13)
k=1":
M' €% <= DM’ =M'D o fed o
0O 0 0 0 o —2d4" = M= i g, IZ,,
<— b v b’ =10 ¢ =2
—2¢ =2 =2 0 ¢ =2 a 0 0
=0 ¥ 0
a/l = " == O 0 0 C//
b=c=0 / I
Y=y =aF11 + b Ey + " Ess
— Y — 9y < M’ € Vect (E11, Erg, Er3)
-2 =¢
—2¢" = =2¢"
Conclusion :

| = Vect (E11, Faz, F33)

On peut montrer que si D est diagonale de taille n avec n valeurs propres 2 a 2 distinctes, alors son
commutant est ’ensemble des matrices diagonales.

k=-2:
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b)

Me¢, — DM =-2M'D

0 —2d 4ad”
=10 —2v 4’
0 —2¢ 4

0 0 0
= b v b
—2¢ —2¢ —=2¢"
ad=d"=b=c=0
b = —2v
= b = 4b"
—2¢ = -2/
_20// — 40//
Conclusion :

0 0 0
= b b b
—2¢ —2¢ 2c”
ad=d"=b=c=
b= b
— b// — 2b/l
-2 = —¢
20// 2C”
Conclusion :

Utilisons le 2) :

L’application

a a a
— M=|bv VvV V'
/ /!

c ¢ ¢

a 0 O

=10 0 O

0 ¢ 0

=aF1 + B3
— M’ € Vect (EH, E32>

(KLQ = Vect (EH, E32)

0 —d 24"
=10 =b 2
0 d 2

(fll = Vect (Ell)

M3(R) — M3(R)
M —s PM' P!

— M =

O O
o O O

0
0
0

<= M’ € Vect (E11)

Me%, — M €%,

g

est un isomorphisme (d’inverse M +— P~1MP). D’aprés ci-dessus ¢(%}) = Cy.

Soit @ : 6}, — % I'isomorphisme induit par ¢. ¢ transformera une base de %, en une base de %}.

o k=1 D’apres a), (E11, Ea2, F33) est une base de ¢}, donc (¢(E11), ¢(F22), ¢(F33)) est une

base de €.
1 -1 1
(,D(EH) = PEHP_I = 1 -1 1
1 -1 1

Conclusion :

1 -1 0 -1 2 -1
(,O(EQQ) = 0 0 0 gO(Egg) = -1 2 -1
-1 1 0 0O 0 O

Une base de %7 est

1 -1 1 1
1 -1 11,10
1 -1 1 -1

1 0\ (-1 2 -1
0o of,[-1 2 -1
1 0 0 0 0
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e k= —1 D’apres a), (E11) est une base de 1. Donc

1
Une base de %7 est 1
1

-1 1
-1 1
-1 1

Exercice 2 (Essec ECS 2011)

Partie 1 (Préliminaires)

1)

2)

3)

4) Remarquons que u € C(u) (cas particulier de 2), ou calcul immédiat).

Montrons que C(U) est non vide :

Soit 0 € Z(F),Yu e U, uo0=0=0o0u. Ainsi 0 € C(U), qui est donc non vide.
Montrons que C(U) est stable par combinaison linéaire : Soit (vy,v2) € C(U) et A € R.

Yu € U, uo (v +v2) = Auowvy+uouvy (u est linéaire)

= Ajou-+uve0ou (v eC
= (A1 +wv2)ou
Donc Avy +v9 € C(U).

Conclusion : ‘C’ (U) est un sous-espace vectoriel de .Z(E). ‘

v))

De plus id g € C(U), donc Vect (id g) C C(U), puis dim ( Vect (id g)) < dim C(U).

Ainsi ‘dimC(U) > 1‘

d
Soit P(u) = apuf € Rlu).
k=0

k=0
=P(u)ou
Donc P(u) € C(u).
Conclusion : |R[u] € C(u)
Soit v € C(u).
z € Ex(u) = u(z) = A\

= v(u(z)) = v(Ax) = lv(x)

= v(u(z)) = Mv(z)

= v(z) € Ex(u)

Ainsi, ‘U(E,\(u)) C Ex(u) ‘

Vu en exercice dans la feuille d’algébre linéaire.

we C(C(u)) =Y elC(u), vow=wowv
= uow=wou

= w € C(u)

Conclusion : ‘C’(C(u)) C C(u) ‘

(car v € C(u))

(pour v =u € C(u))
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d
Remarquons que pour tout k € N, si v € C(u), alors u” o v = v o uF. Soit P(u) = Z apu® € Rlu.
k=0

d
Vv e C(u), voP(u)=wvo (Zakuk)
k=0
d
= Zak(vouk)

d
= Z ap(u¥ o v) (remarque ci-dessus)

Donc P(u) € C(C(u)).
Conclusion : ‘R[u] C C(C(u)) ‘

Partie 2 (Etude d'un exemple)

1) a) F est le noyau de l'endomorphisme (ap)n>0 — (2an43 + 3ant+2 — an)nso de E = RY. Cette
application est linéaire car le « shift » (an)n>0 — (an+1)n>0 est linéaire.

Ainsi ‘F est un sous-espace vectoriel de E. ‘

On peut aussi classiquement montrer que F' est non vide car la suite nulle est dedans, et qu’il est stable

par combinaison linéaire.
b) Soit (a,) = (apq") une suite géométrique de raison g € R. On suppose ag # 0 et g # 0.

Comme F' est un sous-espace vectoriel, on pouvait se contenter d’étudier (¢") : si (¢") € F, alors A\(¢") € F.
(an) € F <=2 +3¢* —1=0
Or le polynéme 222 + 32° — 1 a pour racine évidente x = —1. Factorisons par (z + 1) :
203 +32% — 1= 222+ - 1)z +1) = 2z — 1)(z + 1)?

Les valeurs possibles de ¢ sont donc —1 et 1/2.

Conclusion : | Les suites géométriques de F sont de raison 1/2 et —1.‘

Pour tout n € N,

243 + 3ns2 — Yo = 2(n 4+ 3)(=1)"3 4+ 3(n + 2)(=1)"2 — n(=1)"
= (-1)"(=2n+3)+3(n+2)-n)

Ainsi, .

c) L’application ¢ : R® — RY qui & un triplet (ag, a1, az) associe la suite récurrente (a,) de premiers
termes ag, a1, as et définie par a,13 = —5(3an+2 — ay,) est injective et d’image F'.
Injectivité : si (ayn) = ¢((ag,a1,a2)) = (0), alors en particulier (ag, a1, a2) = (0,0,0).
(On note (0) la suite nulle, qui vaut 0 pour tout n € N).
De plus, Im ¢ = F' par construction.

Donc, par le théoréme du rang, |dim F = dimR? = 3 ‘
Montrons que la famille Z = ((an), (Bn), (7n)) est libre : Soit (A1, Ao, A3) € R3 tels que

At(an) + A2(Bn) + A3(m) = 0
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A+ Ag =0
A

Enn =0, 1 et 2 cette égalité nous donne ¢ 5~ A2 — A3 =0
A1

— 4+ Ay 4+ 2X3 = 0
En résolvant ce systéme, on trouve A1 = Ay = A3 = 0.
(On pouwvait aussi calculer le déterminant de la matrice sous-jacente, qui vaut 9/4 #0)
Ainsi, la famille & est libre.
Or dim F = 3 = Card 4, donc ‘%’ est une base de F.
2) a) Soit (a,) € F : Pour tout n € N, 2a,43 + 3ap+2 — a, = 0.
Dongc, pour tout n € N*, 2a,,4.3 + 3an42 — a, = 0, et en posant n = p + 1 il vient

2ap1143 + 3apr142 — app1 = 0= 20543 + 3bp42 — by

Donc (by,) = u((an)) € F.
L;zzp/p)li)cation u est linéaire : u(A(an) + (a},)) = u((Aan + a;,)) = Aans1 + ap ) = Iu((an)) +

Conclusion : ‘u est un endomorphisme de F'. ‘

b) Pour tout k € N, uk((an)neN) = (@p+k)nen. Clest le décalage de k termes vers la gauche.

c) Posons | P(z) = 223 + 322 — 1|, Alors, pour tout (a,) € F,

P(u)((an)) = (2u® + 3u® —id £)((an)) = (2an+3 + ans2 — az) = (0)

(On note (0) la suite nulle, qui vaut 0 pour tout n € N).

Ainsi P(u) = 0.
d) Notons u((a,)), le n-ieme terme de la suite u((ay)).
1 1 1 1
o u((ap))n = i =5 %X m donc u((ay)) = i(an).

n=(=1)"" = —(=1)" donc u((8n)) = —(Bn)
n=(n+ (=) = —n(=1)" = (=1)" donc u((m)) = ~ () — (Bn)

u((an)) =

En conclusion, w((Bn)) =

u((yn)) = ( n

Il\D\H I
A

“((”111) u((Bn))  ul((n))
Ainsi, matriciellement, | T = Mat (u, #) 9 0 0 ((,\'J
0 -1 1| )
0 0 —1)
1
ok 0 0
Une récurrence (& faire) nous donne | TF = 0 (=1)F k(—1)k | |pour tout keN.
0 0 (=1

Toujours vérifier ses calculs : ici pour k =0 (on trouve T =I5 : OK!) et k = 1 (T' =T : OK /).
Ici, on peut aussi calculer directement T® = Mat (u”, ) comme on a calculer T. Les calculs sont exacte-

ment du méme type que ceux de T'.

a b c
3) a) Soit v € C(u). Notons Mat (v, B, %) = |d e f|.Matriciellement, uov = v owu s’écrit
g h 1
a b ¢ a/2 b/2 c/2 a/2 —b —-b—c a b ¢
78 P I B ) I /- B i
g h 1 —g —h —1q g/2 —h —h—i g h 1
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Il ne reste plus qu’a résoudre le systéme :

/2 = a2 0 = 0 o
—d—g = d/2 d = 0 .
-9 = g/2 g =0 ‘Z _ 0
b2 = —b b = 0
h =0
—-e = —e—h << h = 0 < c = 0
“h = —h 0 =0 -
c/2 = —-b—c c =0 CToeTH
. a = A
—f—i = —e—f i = e F =3
-t = —h—1i 0 =0 N
A0 O
Conclusion : | Mat (v, B, B) est de la forme |0 pu §
0 0 u
A0 O
b) Réciproquement : soit v € Z(F') tel que Mat (v, B, %)= |0 pn o
0 0 u

D’apres ci-dessus (ce sont des équivalences), v € C(u).

c) D’aprés a) et b), 'application linéaire v +— Mat (v, B, ) est une bijection de C(u) (espace

A0 0
vectoriel d’apres 1.1) dans 0 pu & e | (A\pd)eR?
0 0 pu

Or ce dernier espace vectoriel est de dimension 3. Ainsi, ‘dim(C (u)) =3 ‘

d) Montrons que (I3, T,T?) est libre dans .#3(R). Soit a, b et ¢ € R tels que alz 4+ bT + ¢T? = 0.

b ¢ b ¢
) a+§+i 0 0 a+§+1 -
aly + 0T + T = 0 a—b+c —-b+2c =0+ a—b+c =
0 0 a—b+ec —b+2¢c = 0

La résolution de ce systéme nous donne a =b = ¢ = 0.
Conclusion : ‘La famille (id g, u, u?) est libre dans Z(F). ‘

e) D’apres 1.2, R[u] € C(u). D’apres 2.3)c), dim C(u) = 3. Donc R[u] est de dimension finie comme
sous-espace vectoriel de C'(u), et d’apres 2.3)d) dim R[u] > 3. Ainsi,

3 <dimR[u] < dimC(u) =3
Donc dim R[u] = dim C(u). Or ces deux espaces sont inclus I'un dans lautre : | C'(u) = Ru]

Partie 3 (Second exemple)

1) a) Soit x € E. u(z + v?(z)) = u(z) + u3(z) = (u+ v®)(z) = 0. Donc = + u?(z) € Ker w.
(u?® +id ) (v () = ut(z) + v?(z) = w((u® + u)(z)) = w(0) = 0. Donc u?(z) € Ker (u® +id g).
Conclusion : |Vz € E r+u(z) €Keru et u’(z) € Ker(u? +idg)|

Montrons que E C Ker (u) + Ker (u? +id g) : Soit 2 € E. D’aprés ci-dessus,

p= (@) (—¥()
— ———
€Ker (u) €Ker (u2+id g)

Donc = € Ker (u) + Ker (u? +id g)
Conclusion : | E = Ker (u) 4+ Ker (u* +1id g) |

10



DST

11

2)

3)

b)

b)

d)

b)

Soit z € Ker (u) NKer (u? +id ) : u(z) =0 et (v +id g)(x) = 0.
Or (u® +id g)(z) = u*(x) + = = . Ainsi 2 = 0.
Donc Ker (u) N Ker (u? +id g) = {0}.

De plus, d’apres a), E = Ker (u) 4+ Ker (u? 4+ id z). Conclusion : | E = Ker (u) ® Ker (u? + id )

Soit = € F. Montrons que u(z) € F' :
(u? +id g) (u(z)) = u’(2) + u(z) =0

Donc u(z) € F. Ainsi, | F = Ker (u? + id g) est stable par w.

(On vient en fait de montrer que u(E) C Ker (u? +1d g), ce qui est plus fort que u(F) C Ker (u* +id g))
Soit x € F. Par définition, (u? +id g)(z) = v?(z) + z = 0. Donc v*(z) = u*(z) = —z.

Ce qui signifie : |v? = —id p
Comme v? = —id g, det(v?) = det(—id ) = (—=1)%™ ¥, Or det(v?) = (detv)? > 0.

Donc dim F' est pair. Comme F' C F, il nous reste deux possibilités : 0 ou 2.

Si dim F' = 0, alors F' = {0}. Or E = Ker u & F d’apres 1)b). Donc, dans ce cas, E = Ker u, ce
qui signifie u = 0. D’apres ’énoncé, on a supposé u # 0.

Ainsi, |dim(F) =2

D’apres 1)b), E = Ker u @ F, donc en passant aux dimensions 3 = dim Ker u 4 dim F'.

Par conséquent ‘dim Keru=1 ‘ et Ker u # {0} : ‘u n’est pas injectif.

Montrons que (es, e3) est libre. Soit (a, 8) € R? tels que

aeg + Pes =0
Comme u(es) = e3 et u(e3) = u?(e3) = —ey (on est dans F), il vient u(ces+ Bes) = aes—Bey = 0.
aex +fPeg = 0 (xB) R N
Or Bey+aes = 0 (xa) = (8" +a)ez = 0.

Comme (Ker u) N F = {0} (1)b)), e3 = u(ez) # 0, par conséquent 5% + a* = 0.
Finalement, o = 8 = 0 : la famille (e2, e3) est libre.

De plus, dim F' = 2, donc ‘ (e2, e3) est une base de F'. ‘
(e1) est une base de Ker u, (e2,e3) est une base de F' (3)a)) et E = Ker u® F (1)b)) donc

‘%’ = (e1, e2,e3) est une base de E‘

u(er) = 0 (car e; € Ker u)
Ona u(ea) = es3 (par définition de e3) Donc
uez) = u?(ep) = —ey (car ey € F = Ker (u? +id g))
0 0 O
A=Mat (u,%8,4)=10 0 -1
01 0

La matrice A est diagonale bloc. Etudions le bloc B = <(1] _01>

B?=-1I,

Donc pour tout n € N, B* = (B?)" = (—1)"Iy et B! = BB = (~1)"B.

Conclusion : | Pour tout n € N, A?" = (—1)"

o O O
o = O

0
0], et A2+ = (~1)"4
1

(Comme u® = —u, on powvait en déduire u*" ™ = (=1)"u)
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a b ¢
4) a) Soit B=Mat (v,#,%8)=|d e f]|,ouveC(u). On procede comme au 2.3)a)
g h 1
0 0 O 0 ¢ —b
AB=|-g —h —i|l=|0 f —e|=B4
d e f 0 ¢+ —h
—g = 0
d =0 g =0
IR K
Puis, . B =0 B 0 Conclusion : | B est de la forme |0 e f
0 = —b i = e 0 -f ¢
i o= —e h o= —f
;o= —h

b) De méme qu’en 2.3)c), |dim C(u) =3

c) Montrons que (I3, A, A?) est une famille libre. Soit a, b et ¢ € R tels que alz + bA + cA* = 0.

a 0 0 a = 0
al3 +bA+cA> =0 a—¢c —-b |=0<=<{ a—¢c = 0
0 b a—c b = 0

Ainsi @ = b = ¢ = 0. Donc la famille (id g, u, u?) est libre, dans C(u) de dimension 3 (d’aprés b)).

Conclusion : | (id g, u, u?) est une base de C(u).

Exercice 3 (E3A PSI 2018)

1)-
| |def maxi(L):
2
3 m = L[0]
4 for x in L[1:]1:
5 if x > m:
6 m = X
7 return m
. _/
2)f ]
I |def ind(L):
2 Lindi = []
3 for i in range(len(L)):
! if LLi] != 0:
5 Lindi.append (i)
6 return Lindi
3); -
| | def nb_oc(L):
2 m = maxi(L)+1
3 T = [0] *m
! for x in L:
5 TIx] += 1
6 return T
. _/

4) a) La fonction maxi parcourt une fois la liste L, puis la boucle for la parcourt une seconde fois.

Donc finalement,
n=2

12



DST 6

On peut éventuellement écrire une boucle for k in range(m), et pour chaque valeur de k chercher le

nombre d’occurrences de k dans L en parcourant tout L. Dans ce cas, n = M — et la complexité est
mauvaise.
b) —
5) a)
L;=11,4,3,3,2,2,3,1,1,0] (ilyal«d» 3«3»2«2» 3«1l» 1«0».)
Ly =1[1,4,3,3,2,2,3,1,1,0] (idem)
Ls=[1,4,3,3,2,2,3,1,1,0] (idem)

Nous venons donc de prouver que si L, = [1,4,3,3,2,2,3,1,1,0], alors L, 41 = L.
Donc par une récurrence simple

L2018 = [17 47 37 37 27 27 37 17 17 O]

b) La liste B n’est pas correctement ordonnée (les « 1 » apparaissent avant le « 2 »), donc ce n’est pas
une liste Ly possible. Soit on se contente de mentionner ce fait, donc il n’y a pas de Lg possible.
Soit on rectifie (puisqu’on doit « supposer que L1 = B ») et on part de L; = [2,4,1,2,1,1].
Dans Ly, il y a deux 4, un 1, un 2 :

4,4,1,2

Donc les listes Ly possibles sont les permutations des nombres qui précedent, en enlevant les
doublons. Comme toujours dans le dénombrement, il faut étre méthodique : quels sont les choix
possibles pour la premiere case — les lister —, quels sont les choix restant pour la seconde case,
sachant la premiére case, etc.

[4,4,1,2), [4,4,2,1], [4,2,4,1], [4,2,1,4], [4,1,4,2], [4,1,2,4],
[2,4,4,1], [2,4,1,4], [2,1,4,4],
[1,4,4,2), [1,4,2,4], [1,2,4,4]

c) lya2«4»etl«0»:4,4,0. Les listes Ly possibles sont donc :
[4,4,0], [4,0,4] et [0,4,4]

d) Une version récursive.

i [def rob (A, n):

2 if n == 0:

3 return A

4 T = nb_oc(A)

5 | = ind(T)

6 L1 = []

7 for i in | [::-1]:
8 L1.append(TLil)
9 L1.append (i)
10 return rob (L1, n-1)

.

FIN DE L’EPREUVE
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