Lycée St Joseph Lundi 18 décembre 2017
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 6

Correction

Exercice 1 (d’apres ATS 2017)

On se place dans £ = R* muni du produit scalaire canonique (X,)Y)=X Ty . Soit s ’endomorphisme de F
de matrice S dans la base canonique, avec

o= O O
o O = O
o O o
— o O O

1) La matrice est symétrique réelle, donc diagonalisable d’apres le théoréme spectral.
2)

T 0 —1
xs(z) =det(xly — 5) = _01 xgl 2 8 =(x—-1)|0 z—1 0|«
0 0 0 |z-1 0
_1N2| T L 2002 1y 13
=(z—-1) 1 =(x-1D(z"-1)=(x—-1)°+1)

Les valeurs propres de S sont
e )\ =1, de multiplicité a = 3;
e )\ = —1, de multiplicité a = 1.
On vérifie évidemment avec la trace : Tr (§) =2=3 — 1.

-1
3) Apres calculs, ou en remarquant que SX_; = —X_; avec X_; = (1) , on trouve
0
1
E_1 = Vect ( 1 )
0

Les sous-espaces propres d’une matrice symétrique étant 2 a 2 orthogonaux, et S étant diagonalisable,
E=F_ 14, F{,donc E| = Efl. On trouve 3 vecteurs orthogonaux & X_; formant une famille libre
car orthogonaux deux a deux :

Ey = Vect (

O = O =
_ o O O

O O = O
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Ces vecteurs formant une famille orthogonale, il suffit de les normer pour obtenir une base orthonormée,
et donc une matrice de passage orthogonale :

1/V2 0 1/vV2 0 -10 0 0
0o 1 0 0 0 100
P= t D=
~1/v2 0 1/v2 0 ¢ 0 010
0o 0 0 1 0 00 1
Comme P € 04(R), P~' = PT:
1/vV2 0 —1/vV2 0
o 1 0 0
pt=pr= t S=PDP!
1/V2 0 1/V2 0 ¢
o 0 o0 1

4) S% = I4, donc S est la matrice d’une symétrie s de E = R*. De plus, c’est une matrice orthogonale
(8T =8 =571, donc s est une symétrie orthogonale. Comme dim E; = 3 = dim E — 1,

‘ S est la matrice d’une réflexion par rapport a hyperplan E; d’équation z — z = 0.

Vous deviez au moins reconnaitre une symétrie orthogonale.

5) Comme S* = I,

52017 (32)10085 S

Exercice 2 (E?)A PC 2015) 1) a) Montrons que A(FE) est un sous-espace vectoriel de .Z(E) :
e A(E) C Z(E) et non vide car 0 € A(E) :

Y(X,Y) € E?, (0(X),Y)=0=—(X,0(Y))
e Soit u, v € A(E), A € R, V(X,Y) € E?,

(M +0)(X),Y) =Mu(X),Y) + (v(X),Y) linéarité a gauche du produit scalaire.
= -XMX,u(Y)) — (X,v(Y)) par définition de A(F)
= —(X,(Au+v)(Y)) linéarité a droite
Donc Au+v € A(E).

Conclusion : ‘A(E) est un sous-espace vectoriel de Z(E) ‘

La méthode est toujours la méme : commencer par écrire la caractérisation d’un sous-espace vectoriel F
au brouillon, avec les notations du cours :

e FCE, F#I.

o V(z,y) e F2VAER Mz +y€EF
Puis traduire dans les notations de l’énoncé, et traduire ce que signifiex € F, y € F, Ax +y € F.
Montrons que S(E) N A(E) = {0} :

u€S(E)NAE) = V(X,Y) € E?, (u(X),Y)=—(X,u(Y)) = (X,u(Y))
— V(X,Y) € E?, (X, (Y)> 0
= VY eE, u)
= VY eFE, ul)=0
—u=0

m

Dj
—

o
——

C’est lexercice 2 de la feuille sur les euclidiens, propriété revue lors de la caractérisation des matrices
orthogonales, ou dans le DL. Cette démarche est aussi celle du b) — sens direct —, pour un total de 6 points.

Conclusion :

[S(E) N AE) = {0}
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b) i) Montrons que u € S(E) ="M = M :

ueSE)=V(X,Y) € E* (uX),Y)=(X,u))
— V(X,Y) € E? 'X'MY ='XMY
—=V(X,Y)e E* 'X('M-M)Y =0
— VY e¢E, (‘M-M)Y eFEt={0}

Car 'application sous-jacente

est nulle, comme au a).

—M=M

Ainsi, u € S(E) = 'M =M
Montrons que 'M = M = u € S(E) :

tM=M=V(X,Y)c E? 'X'MY ='XMY
= V(X,Y) € F?, (u(X),Y) = (X,u(Y))
= uec S(E)
Ainsi, 'M = M = u € S(E)
Conclusion :

uweSE) < 'M=M

ii) La démarche est identique & celle du i). Montrons que v € A(E) = 'M = M :

uec A(E) = V(X,Y) € F? (uX),Y)=—(X,uY))
— V(X,Y) e E?, 'X(M+M)Y =0
— VY ecE, (‘M+M)Y cFE"={0}
—=VYeE 'M+M=0
—'M=-M
Ainsi, u € A(F) = 'M =M
Montrons que M = M = u € A(E) :

tM =-M = \V/(va) € E27 <U(X)7Y> = —<X,U(Y)>
= u e A(E)
Ainsi, ‘M = M = u € A(E)
Conclusion :

u€ AE) <= M =-M

Plus vous avez détaillé et bien rédigé le point précédent, plus l’aspect « de méme » devient clair, et
donc plus vous pouvez faire bref.
¢) Montrons que (u+ @) € S(E) :
Mat z(u + @) = M +'M donc

"Mat g(u+1) = (M +'M) ="M + M = Mat »(u + @)

Donc, d’apres b)i),

[(u+@) € S(B)]

Montrons que (u —a) € A(E) :
Mat »(u — 1) = M — M donc

Mat g(u—a) =" (M —*M) ="M — M = — Mat »(u — 4)

Donc, d’apres b)i),

\(u_a)eA(E)\

On pouvait aussi montrer ces propriétés directement, sans passer par le b).
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2)

d) Ici, exceptionnellement, nous n’avons pas d’information sur la dimension des sous-espaces vectoriels, nous
allons donc passer par E = Fy + F5.
Montrons que .Z(FE) = S(E) + A(E) :
Soit u € Z(F). D’apres ¢), u +u € S(E) et u—u € A(F). Comme ce sont deux sous-espaces
vectoriels d’apres a),

1 1
u=v+w avec vzi(u—l—ﬂ)eS(E) et wzi(u—ﬁ)GA(E)

Donc u € S(E) + A(E). Ainsi,
Z(E)=S8(FE)+ A(E)

De plus, d’apres a), S(F) N A(E) = {0}. Ainsi,

| Z(E) = S(B) & A()|

Remarque. L’ensemble de cette preuve que Z(E) = S(E) @ A(F) ressemble a celle de .# (R, R) =
P D7, toute fonction se décompose de fagon unique en la somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire. C’est normal : cf. I’exercice 14 de la feuille réduction. Dés que I'on a une symétrie ¢ d’un
espace vectoriel F, on peut décomposer par la construction faite au a) et au ¢) Een E = E1®FE_;. O

a) Je sais que le chapitre du cours qui traite des endomorphismes symétriques est trés long et fourmille de
résultats, ce qui explique votre absence d’idées pour démarrer cette question.
f est un endomorphisme symétrique donc diagonalisable dans une base orthonormée % = (ey, e, e3).
Notons A1, Ag et A3 les valeurs propres associées aux vecteurs propres e, es et es.

Soit X € E. Par définition de la décomposition d’un vecteur dans une base orthonormée,

fF(X) = (er, f(X))er + (e2, f(X))ea + (es, f(X))es
= (f(e1), X)e1 + (f(e2), X)ea + (f(e3), X)es car f est symétrique
= Ai{e1, X)e1 + Aa(ea, X)ea + Az(es, X)es car e; vecteur propre pour \;
Conclusion :

11 existe (ey, e, e3) base orthonormée de E et trois réels Aj, A2 et A3 tels que :

VX eFE f(X):)\1<61,X>61+)\2<€2,X>€2+)\3<63,X>63

b) En terme de valeurs propres,

‘ f symétrique est une projection si et seulement si ses valeurs propres appartiennent a {0, 1}. ‘

Montrons le : supposons f symétrique et Sp (f) C {0,1}. Quitte & réordonner les e;, avec les
notations de la question précédente,

k
VXeE  f(X)=) (e X)e
i=1
Ou k = dim E;. Donc f est un projecteur orthogonal sur Vect (eq,...,e;) = Ej.
Réciproquement, si f est un projecteur orthogonal sur F, alors il existe (eq,...,e) base ortho-
normée de F' telle que
k
VXeE  f(X)=) (e, X)e
i=1

Ce qui permet de montrer (calcul a faire) que f est symétrique.

De méme,

‘ f symétrique est une symétrie si et seulement si ses valeurs propres appartiennent & {—1,1}. ‘
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3)

b)

1
Soit f symétrique fixée et p = 5( f —id g). Comme combinaison linéaire d’endomorphismes
symétriques, c’est un endomorphisme symétrique (d’apres 1)a)). De plus, f est une symétrie
orthogonale si et seulement si p est un projecteur orthogonal, i.e. Sp(p) C {0,1} d’aprés ci-
dessus. Ce qui prouve l'affirmation précédente.

Répondre a la question consiste donc a trouver une base de diagonalisation et les valeurs propres
associées de I’endomorphisme f.

-1 =2 -2 1 -2

i C1+C1+Cy 2 0
xf(z) = |[z2—2 z—-1 2 Cn e O — O = (z—3)“11 -1 -1

r—2 2 xp—1] T T 0o 2 1

r—3 -2 0 = (-3 —-1+2+2) (Sarrus)

= |z—-3 -1 3-2 = (z—3)*(z+3)
0 2 x-3
Les valeurs propres de f sont
e )\ =3, de multiplicité a = 2;
e \ = —3, de multiplicité a = 1.
On vérifie évidemment avec la trace : Tr (f) =3 =343 — 3.
-1
Des vecteurs propres associés sont e; = [ 1 | pour Ay = —3, puis un vecteur orthogonal qui
1
1
sera nécessairement dans Fs, car F3 1 E_set E=FE3® E_3:¢es = | 1] par exemple.
0
-1
Pour étre sur d’avoir une famille orthogonale, on pose e3 =e; Aeg = | 1
—2

La famille (e1, eg, e3) étant orthogonale, il reste a la normer pour obtenir une base orthonormée
de vecteurs propres :

1 -1

— 1

1 1 1

et,eg,es)=(—=| 1 |, —|1],—=| 1 et A, Ao, Az) = (=3,3,3
(123)(\/51\/50\/5_2) (A1, A2, A3) = ( )

Soit X € Ker g et Y = g(X’) € Im g. Comme g(X) = 0, il vient

(X, 9(X") = —(9(X),X) = =(0,X") =0

Conclusion : | Ker g et Im ¢ sont orthogonaux‘

D’apres ci-dessus, Ker g NIm g = {0}.
De plus, d’apres le théoreme du rang, dim Ker g + dimIm g = dim £. Par conséquent,

‘E:Kerg@lmg‘

Montrons que Im g est stable par g : pour tout X € E, ¢g(X) € Im g, donc en particulier pour

X €Im g C E. Ainsi,

‘ Im g est stable par g ‘
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Montrons que g ne peut pas avoir de valeur propre réelle : Soit A € R une valeur propre de g et

X # 0 un vecteur propre associé. Comme X € Im g, X = g(X’).

IX 12 = (9(X"), X)

= —(X',9(X)) car g € A(E).
= - \MX', X) car X vecteur propre de g.
= -MX', g(X"))

=0

Or X # 0, donc || X|| # 0, c’est absurde. Conclusion :

‘ g ne peut pas avoir de valeur propre (réelle). ‘

Montrons que g est de rang 2 :

e g # 0 par hypothése, donc rg g # 0.
e Sirg g=1,Im g = Vect u avec u # 0. De plus g(u) € Im g = Vect u, donc g(u) = Au.
Or d’apres ci-dessus, g n’a pas de valeur propre réelle : dimIm ¢ # 1.

e Ecartons le cas rg g = 3 :
det M = det ‘M = det(—M) = (—1)>det M = — det M

Donc det M = 0, et g n’est pas inversible, donc pas surjectif (dimension finie). Ainsi, rg g # 3.

Conclusion :

Soit M la matrice de g dans une base orthonormée % = (e1, e2,e3) de E = Im g @ Ker g (somme
directe obtenue au 3)a)). Comme Im g est stable par g, et que g(Ker g) = {0} donc Ker g l'est
aussi, la matrice est diagonale blocs :

Mat 5(g) = M =

S o 2
o Qo
o O O

La taille des blocs est donnée par rg g = 2. Or d’aprés 1)b), M = —M, ce qui nous donne
a=d=e=0 et b= —c

En notant £ = —b = ¢, on obtient donc

—k

M = 0
0

o ™ O
o O O

Par conséquent g(e1) = kea, g(e2) = —ke; et g(es) = 0.
Soit X € E. De méme qu’en 2)a), par définition de la décomposition d’un vecteur dans une base
orthonormée,

9(X) = (e1, g0)er + (e, 9(X))es + (e, 9(X))es
= —(g(e1), X)e1 — (g(e2), X)ea — (g(es), X)es car g est antisymétrique
= —k(e2, X)e1 + k{e1, X)ea +0 d’apres ci-dessus
= k({e1, X)ea — (e2, X)eq)

Conclusion :

Il existe (eq, e2, e3) base orthonormée de E et un réel k tels que

VXeFE 9(X) = k((e1, X)ea — (e2, X)er)
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d) Cherchons une base du noyau : Comme dim Ker g = 3 —rg g = 1, il suffit de trouver un vecteur
1
vs # 0. Par exemple v3 = | 1
1
Cherchons une base de I'image : Comme Ker ¢ L Im g d’aprés 3)a), il suffit de prendre deux
vecteurs orthogonaux a vz pour compléter en une base de 'image :

-1 1
vo=11 et v =voAvg=1] 1
0 —2

Toujours commencer par le noyau, avant de s’attaquer a l’image.

Nous avons donc construit la base orthonormée directe

1 1 1
B = (61762763) = ( 1 3 1 ;
VG W RVCR W VR

—_
—_
—_ =

La construction de v par le produit vectoriel nous assure que la base orthonormée est directe.

De plus, g(es) = —V/3e; = —key, donc m

1
4) Soit M = Mat »(r). L’application f aura pour matrice §(M + M), c’est-a-dire

cosf —sinf 0O cosf sinf O cos 6 0 0
3 sinf cosf O+ | —sinf cosf O = 0 cos@ 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1

1
Et Papplication g aura pour matrice §(M — M), c’est-a-dire

0 —sinf 0
sin 0 0 0
0 0 0

La base canonique est une base orthonormée qui convient pour décomposer f et g.

‘,@:%%n AM =X =cosf N3=1 et k:sinﬁ‘

Exercice 3 (ESA PC 2016) 1) a) Preuve de l'inégalité de Cauchy-Schwarz : cours de PCSI, de
PC.

b) Cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz : x et y sont colinéaire. Il faut montrer une condition nécessaire
et suffisante, c’est-a-dire une équivalence : un sens, puis l'autre. Cours de PCSI.

2
2) a) Comme B = ( <1”;“Jl > <1ﬁ’ T’%)) = <Ccl Z), il vient, par positivité et symétrie du produit
1, U2 2

scalaire,

a=lul®>0 b= (uu)=c = [uzl* > 0

De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit |(ug, us)|* < ||Jug]|?|luz|/?, donc

det B=ad—b* = Hu1H2Hu2||2 - ](ul,u2>|2 >0

b) Soit (ey,e2) une base orthonormée de E. Comme a > 0, posons u; = vaey : ||u1|* = alle1]|* = a.

Posons uy = ye1 + zeo. Comme (e1, e2) est une base orthonormée, il vient

b= <U1,’U,2> = <\/5€17Z/€1 + Z€2> = \/&y
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6
b 2 o o b 2
Donc, en supposant a > 0, on pose y = —. Alors, ||ug||* =y* +2° = — + 2° = d.
Va a

b2
Or det B = ad — b > 0, donc on pose z = {/d — —. En résumé

a

. b b? .
Si a > 0, le couple uy = vaer, us = e1 +1/d — —eg convient.
Vva a

Si a = 0, on pose nécessairement u; = 0. De plus, det B = ad — b*> = —b? > 0, donc b = 0, ce qui

est cohérent. Il suffit alors de poser us = ﬂel, avec e; un vecteur unitaire quelconque.

Sia =0, le couple u; =0, ug = Vde; convient.

Il faut savoir se laisser guider par une indication, et surtout faire des calculs dans une base orthonormée
(encadré du cours).

c) Supposons que la matrice B vérifie la propriété G. Soit p € N* fixé.
Alors, d’apres 2)a), a >0, b=1c,d > 0 et det B > 0.
Donc a? > 0, V¥ = P et d” > 0. De plus,

detB=ad—0>>0=ad>b>>0

= (ad)? = (b*)? >0
— det B®P =

Donc, d’apres 2)b), B®P vérifie la propriété G.

Supposons que pour tout p € N*, B®P vérifie la propriété G. Alors, pour p = 1, B vérifie
la propriété G.

Conclusion :

La matrice B vérifie la propriété G si et seulement si, pour tout p € N*, B®P vérifie la propriété G

3) a)
1 1 0 Hu1||2 <U1,U2> <U1,U3>
C: 1 a b = <U1,U2> ||’LL2”2 <U2,U3>
0 b 1 (ur,ug) (ug,uz) |us|?

i) L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour les vecteurs u; et ug s’écrit

[(ur, u2) [ < JJua|*luzl® =1 < 1xa

Donc m

De méme, I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour les vecteurs us et ug s’écrit

[(uz,us)|® < [Jug|*|lusl|* = b* <ax 1

ii) Par définition de C, (ui,u3) =0, ||u1]| = ||us|| = 1. Donc

‘ La famille (u1,u3) est orthonormale ‘

iii) Comme la famille (u1, u3) est orthonormale, elle forme une base orthonormée de Vect (u1, us3),
ainsi la projection orthogonale s’écrit

"U2 = <u27U1>U1 + <U2, U3>U3 =u; + bu3‘
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iv) L’inégalité de BesselH s’écrit ||vg|| < ||ug||. En passant au carré et en remplagant,

v) Pythagore : ||Jug||? = |Jv2||® + [lug — va|/%. Or |jua|®* = a et |jva]|* = 1 + b% Donc

a=b"+1= |uz|* = ||va?
= [lug — 02> =0
— Uy —v9 =0
:>u2—u1—bu3:0

Ainsi, a = b% 4+ 1 implique que la famille (uy, uz, u3) est lide.

Réciproquement, si cette famille est liée, comme (u1,us) est libre — c¢’est une famille ortho-
normée — on a nécessairement ug € Vect (u1, us3), donc ug = vy projeté de ug sur Vect (u1, us).
Et, par conséquent, a = |lug||* = |jvz]|* = 1 + b°. Conclusion :

Les vecteurs uj, ug et us sont linéairement indépendants si et seulement si a > b + 1

Il est presque toujours plus simple de travailler avec une égalité qu’avec une inégalité. On passe donc
par la contraposée.

b) i) Par construction d’une base orthonormée,
(uye1) =x =1 et (u,ez) =z=1»

Ainsi,

‘U:€1+y€2+b€3‘

ii) Posons u; = ey, uz = e3 et ug = u = e + yea + bes.

On veut ||u|?> =14y +b* = a, et comme a — (b*> 4+ 1) > 0, on pose y = (/a — (b2 + 1).

Avec up = ey, ug = e1 +y/a — (b% + 1)ea + beg et ug = eg, on a C' = G(uq, uz, us)

Finalement :

‘ La matrice C vérifie la propriété G ‘

iii) Soit p € N* fixé. Montrons que C®? vérifie les hypothéses du 3)b). Comme a > b* +1 > 0,

p—1
>+ 1P =) +1+ Y (i) vF > (3P +1
k=1
=0

Donc, d’apres 3)b)ii), la matrice C®P vérifie la propriété G. Conclusion :

Pour tout p € N*, la matrice C®P vérifie la propriété G

4) a) Pour tout (a,b) € R? (a — b)* = a® — 2ab + b* > 0, d’ott 'inégalité classique

a? + b?
b<
¢ 2
Soit (f,g) € E?. D’aprés ci-dessus, avec a = |f(t)| et b= |g(t)],
TN T TP
Ve elo,bool,  IF D9 < P05+ 0

- e R[X], t — (f(t))2P(t) et t — (g(t))*>P(t) sont intégrable sur ]0, +oo[. Donc

leur somme aussi, et par majoration,

Or, avec P =

1. Souvenez-vous, c’est une des questions de cours du chapitre.
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+o0
/ f(t)g(t)tP~1 dt est absolument convergente
0

b) e Symétrique : Pour tout (f,g) € E?,
+o0 1 400 1
= [ g tae= [ gorwe ar=t.0),
Donc (.,.), est symétrique.

e Bilinéaire : Soit g € E fixé. Pour tout (f1, f2) € E? et tout A € R, par linéarité de l'intégrale,

+oo
(it fanglo= [ (MO + 120908 dt = Mf1,9)y + (F2,9)s

La convergence est acquise d’apres a, et car E est un R-espace vectoriel.
Donc (., g)p est linéaire. Par symétrie, (.,.), est bilinéaire.

e Positive : Pour tout f € E, par positivité de I'intégrale, comme tP~1 > 0,

+o00
(fs flp= /0 (fe)*P~tat >0

Donc (., .), est positive.

e Définie positive : Soit f € E telle que

(fs flp= /(foo(f(t))%f’—1 dt =0

Ainsi, t — (f(t))*P~! est une fonction continue, positive et d’intégrale nulle sur l'intervalle
10, +o0[, donc, d’apres le théoréeme du cours, elle est nulle sur cet intervalle :

vt €]0, +o0], (ft)*P~ L =0

Comme t*71 #£0, f = 0.
Ainsi, (.,.), est définie positive.
Conclusion :

(.,.)p est bilinéaire, symétrique, définie positive donc c’est une produit scalaire

c) Il ne faut pas perdre les réflexes acquis lors du chapitre d’intégration.
Soit P € R[X]. La fonction ¢ — P(t)h(t) est continue sur |0, +oo].

e Etude en 0 : t — P(t)h(t) est prolongeable par continuité (par P(0)) en 0, donc intégrable
au voisinage de 0.

e Etude au voisinage de 400 : Par croissance comparée,

lim #*|P(t)e”"| =0

t—4o00

1 oo 1
Donc |P(t)e™!| = o(t—z). Or / t—th converge (Riemann, o = 2 > 1), donc par comparaison
+o0 !
/ |P(t)e | dt aussi.
1

Conclusion :

d) Effectuons le changement de variable ¢ — u = «at, qui est une bijection strictement croissante de

classe €1 (o > 0) :
~1
/+°° e—otyp—1 g — /+°° o " du [
0 0 aP~1l o aP

10



DST 6

e) Dans le doute, se laisser guider par les notations de I’énoncé.
Comme e~ P! > 0 sur ]0, +-00[, 7 > 0.
Soit E l'espace vectoriel défini au début de la question 4), muni du produit scalaire (.,.), précé-

dent, et
1
Vi€ [1,n], Vt€]o,+oo]  w(t) = ——e
Vi
D’apres d),
1 [+ 1
Y(i,5) € [1,,]n? Ui, uj) = —/ e-laite)tp—lgr = — _ — b
(el In  (wu)=- | oy = %

Donc | D®P = G(u1, ..., up)

Exercice 4 (d’apres CNM 2017) 1) Cours.

2) Un endomorphisme orthogonal est inversible, et conserve le produit scalaire (se montre a l'aide de

(z,y) = %(ch +yll = llzl = lyl)-

V() € B2 (f(2),y) = (f(), F(f T W) = (&, f (W)

Conclusion :

V(z,y) € B, (f(x),y) = (. [ ()
3) D’apres 2), et par conservation du produit scalaire,
V(z,y) € B> ((f+ f)(@),9) = (f(@),9) + (f (@), 9)

= (o, W) + (F(F (@), fl)
= (2, (f7' + Nw)

Conclusion : | f + f~! est un endomorphisme symétrique de E

Toujours la méme idée : f + f* est symétrique.

4) a) Soit A € R la valeur propre associée. (f + f~)(z) = Az. En composant par f :
FHx) o= 2f(2)
Soit ax + Bf(x) € Vect (x, f(x)).
flaz + Bf(x)) = af(x) + Bf*(«) = af(z) + B(—z + Af(x)) € Vect (z, f(x))

Conclusion : ‘ Vect (z, f(z)) est stable par f ‘

b) e Si f admet une valeur propre (réelle), notons x # 0 un vecteur propre associé. F' = Vect (x)
est un sous-espace vectoriel de dimension 1 stable par f.

e Sinon, dim F > 2. L’endomorphisme f + f~! de E est symétrique (question 3) donc diagona-
lisable dans une base orthonormée. En particulier, il existe un z comme donné par 1’énoncé.
D’apres 4)a), F = Vect (x, f(z)) # {0} est stable par f dans ce cas, et dim F < 2 par
construction.

Conclusion : ‘ f admet au moins un sous-espace vectoriel stable de dimension 1 ou 2 ‘

5) a) Par construction, f(F) C F. Notons f I'endomorphisme de F induit par f.

veeF |f(@)ll = /@) = ||

Donc f est une isométrie de F, en particulier f est bijective : f(F) =1Im f = F.
Conclusion : | f(F) = F
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6)

7)

8)

9)

12

6
b) ze Ft =VyecF, (z,9)=0
=VYyeF, (f(x),f(y)=0 car f est une isométrie
=Yy e f(F)=F, (f(z),y)=0 d’apres 5)a)

— f(z) € F*

Conclusion : | F* est stable par f

D’apres 4)b), il existe au moins un sous-espace vectoriel de E stable, de dimension 1 ou 2. Soit un tel
F. Alors F* est de dimension n + 1 ou n (respectivement), et est stable par f (d’apres 5)b)).
Notons f : F+ — F* endomorphisme de F* induit par f, bien défini puisque F* est stable par f.
k~
f
En appliquant I’hypothese de I’énoncé a F' L et f, il existe une décomposition Ft = @Fz ou les F;
i=1
sont des sous-espaces vectoriels 2 & 2 orthogonaux stables par f (et donc f) et dim F; < 2.
Notons k; = kf—i— 1 et F, = F. Comme E = F+ @ F', et que ces sous-espaces vectoriels sont
kg
orthogonaux, £ = @ F; et les sous-espaces vectoriels sont 2 & 2 orthogonaux.
i=1
Conclusion :

kg
Il existe une décomposition £ = @FZ ou les F; sont des sous-espaces vectoriels 2 a 2

i=1
orthogonaux stables par f et dim F; < 2.

Montrons par récurrence que la propriété :

Pour tout E euclidien de dimension n et tout f € O(F), il existe une décom-
kg

Hn @ position E = @FZ ou les F; sont des sous-espaces vectoriels 2 & 2 orthogonaux
i=1
stables par f et dim F; < 2.
est vraie pour tout n > 1.
o Hi et Ho: ' = E convient, donc I’hypothese de récurrence est vraie.

o My, Hp+1 = Hnto : Supposons H,, et H,11 vraies. D’aprés 6), H,12 est vraie.

kg
Pour tout E euclidien et tout f € O(F), il existe une décomposition E = @ F;
e Conclusion : i=1
ou les F; sont des sous-espaces vectoriels 2 a 2 orthogonaux stables par f et
dim F; < 2.
kg
Soit f € O(E) et E = @E comme a la question 7.
i=1
Soit % une base obtenue en réunissant des base orthonormée de chacun des F;. Comme les F; sont 2
kg
a 2 orthogonaux, on obtient une base orthonormée de @ F,=FE.
i=1

De plus, les F; sont stables par f, donc la matrice de f dans A est diagonale blocs, avec des blocs de
taille dim F; < 2.

Il existe une base orthonormée % telle que la matrice de f dans cette base soit
diagonale blocs, avec des blocs au plus 2 x 2

Soit i € [1,,] k¢, et f; € Z(F;) induite par f.

e Sidim F; = 1, la matrice de f; est 1 x 1 donc diagonale, et le terme sur la diagonale est une valeur
propre, donc 1 ou —1 d’apres 1.

Conclusion :

e Sidim F; = 2, La matrice M; de f; dans une base orthonormée de F; est orthogonale : M; € Oz(R).
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cosf) —sinf

— Sidet f; =1, M; € SO2(R) et donc de la forme (sin@ cos

) (matrice d’une rotation).

— Si det f; = —1, f; est une symétrie orthogonale en dimension 2, donc il existe une base %;
+1 0

de F; telle que M; = < 0 1)

sinf cosf

cosf —sin 9)

Ainsi, en choisissant bien la base, les blocs diagonaux de la matrice de f sont de la forme <

ou diagonaux avec des 1 et —1 sur la diagonale.

10) En regroupant les 1 et —1 éventuels en début de matrice, c’est-a-dire en écrivant
'
E=FE1®oFE_1® (@E)
=1

avec E7 le sous-espace propre pour la valeur propre 1, de dimension p, E_; pour —1, de dimension g¢,
et les F; de dimension 2, il vient d’apres 9

cosfy —sinb;
Mat (f, %) = sinf; cost

cos@, —sind,
sinf, cosé,

FIN DE L’EPREUVE
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