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Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 5

Correction

Exercice 1 (E3A PC 2019)

1) a)

b)

Soit (a,A) € R x RY.

0 sia>0
~o t% —— 1 sia=0
el o +oo sia<0 (cart>0)
En conclusion,
%i_%fa’,\(t)zo sia>0

=1 sia=0

= 400 sia<0

Soit (a, A) € R x R%. La fonction f, » est continue donc continue par morceaux sur |0, +00[. De
plus fox = 0.
Etude en 0 :

1
D’apres I'équivalent f, () ~ o trouvé au 1)a), comme (intégrales de Riemann en 0)

L1
/ =y dt converge si et seulement si —a <1
0

par comparaison (car fu x = 0), / fax(t) dt converge si et seulement si o > —1.
0

Etude en 400 : Par croissance comparée,

P far(t) =272 ——0

t—+o00
1
Donc foA(t) = 0<t—2).

+o00 1
Or / 2 dt converge (Riemann, 2 > 1).
1

+oo
Donc, par comparaison, / fax(t) dt converge.
1

Conclusion :

+00
/ fax(t) dt converge si et seulement si o > —1
1

2) Soit x € R. Pour tout ¢ €]0, +o0],

—t —t

e cos(tx) e

Ve

sin(tx)
=f_1 1 (t) et ﬁ

\[ 3 gf_l 1(t)

PR

Or —1/2 > —1, donc d’apres 1)b / f 1 1 t) dt converge.

Par théoreme de majoration,

e ! cos(tz) ot oo e tsin(tr)

Vit Vi

sont intégrables sur |0, +oo]
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3) a) Comme cosinus est paire et sinus impaire,

U est paire et V est impaire ‘

b) U(0 / dt converge d’apres 2.

La fonction u — u2 est €', strictement croissante et bijective de ]0, +oo dans ]0, +oo[. Posons
t=u?, dou dt = 2udu.

+oo —+00
Par conséquent, d’apres le théoreme de changement de variable, \[ dt et / e~ du sont
0

de méme nature — donc convergentes — et

e g [T g
t—/ _“ U
0o Vi

Conclusion

U0) = v/
4) a) Soit ¢ = f%,l‘ Comme 1/2 > —1, ¢ est intégrable sur R’, d’apres 1)b).

Je mets ’étude pour que vous puissiez vérifier ce que vous avez fait.

Soit ¢ : Ry — R définie par ¢(t) = vte™*. Cette fonction est continue par morceaux sur [0, +ool.

Etude en +oo : t2p(t) = t*%e™ ——— 0
—_— t—+o0

1 too 1
Donc t2¢(t) = o(1) puis ¢(t) = o (t2> Or / 2 dt converge d’apres Riemann (o =2 > 1).
1

. . 4 *
Donc, par comparaison, ¢ est intégrable sur Ry donc sur R’ .
—t+ixt

Vit
o Vt € R%, .+ h(z,t) est de classe € sur R;
o Vo € R, t+ h(x,t) est intégrable sur R’ comme combinaison linéaire de fonctions intégrables ;

e

Théoréeme de dérivation : Posons h(z,t) = pour tout (z,t) € Rx]0,+o00].

t s —(z,t) = ivte "7 est continue par morceaux sur R .

Ox
e La fonction ¢ est intégrable sur R’ d’apres ci-dessus, et
oh
V(z,t) € R x RY, . —(z,t)| = Vte = o(t)

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

+o0 .
W est €' sur R et W' (z) = / iVte Tt 4,
0

b) Effectuons une intégration par parties. Comme Tiin # 0, posons
—1+1ix
w= i o = L
2Vt
IS SN ES Re )Y o — o~ 1Hin)t

-1+
On vérifie ses primitives. On pose u = ... etc. On commence par faire ses calculs au brouillon.

De plus, %iné uv = 0 et 1thgl uv = 0 par croissance comparée, donc d’apres le théoréeme d’inté-
— ——+o00

gration par parties, les deux intégrales suivantes sont de méme nature, donc convergentes d’apres
1)a), et

+o0 X
W'(z) = / ivte T At
0

. +oo o
ie(—lﬂ-ix)t _ z’/+ ;e(—lﬁ-ix)t dt
—1+ix 0 0 2Vt(—1+ix)
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Alinsi,

La fonction W est solution (E) : y' +

1
swrn? =0

c) La fonction W est €' sur R et solution de (E). Ainsi, W’ s’exprime en fonction de W et de
1

T — ﬁ qui sont €* : elle est donc elle-méme €. Par récurrence, W est €™ sur R.
x4+

Comme U = R(W) et V = (W),

‘ Les fonctions U et V sont de classe C* sur R ‘

d) D’aprés la question b, W' + W =0,or W=U+41iV, donc

2(x +1)

U +iV' + (U+iV)=0

—1
2(1 + 22)
D’ou, en développant
zU+V
2(1+ x2)

Orz=a-+ib=0siet seulement sia=0etb=0:

U +

+i<V’+ $V—U>:

2(1 +2?)

V(z) 4+ 2U(x)

U'z) = —
Pour tout réel x : 2(1 +22)
Vi) = U)oV (@)
2(1 +x2)

5) La fonction g est continue donc continue par morceaux sur |0, +00.

—+o00
De plus, [g] < f_1/2\ et d’apres 1)b), / f-1/2,2(t) dt converge. Donc, d’apres le théoréme de
0

majoration,

La fonction g est intégrable sur R

6) a) SoitneN.

(n+1)m ef/\t .
= (—1)"/ S sn(t) at

7 o~ A(utnm)
=(-1)" / ———sin(u+ nm) dt Avec le changement de variable ¢t = u + nm
0

VU +nm

T ef)\(t+n7r)

= / ———sin(¢)d¢ Car sin(f + nr) = (—1)"sin(0)
0 t+nm

Vu le résultat a trouver, c’est un peu comme si on vous avait dit « effectuer le changement de variable

t = u+ nmw. ». Ici Uintégrale est sur un segment dés que n > 0, il n’est pas nécessaire de prendre des

pincettes.

Conclusion :

T e—)\(t—‘rnﬂ')
ay = / L sin(t) dt
0o Vt+nm
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b) Soit n € N.
vt €]0, 7], t+(n+1)r=>t+nr>0
=Vt €]0, 7], t+(n+ )T = Vt+nmt>0 et —ANt+ (n+1)m) < =\t +nm)
— Vt €]0, 7], < N (1 5 < \/ti et 0 < e MO o —Alt4nT)
n I nw
e~ At+(n+1)m) e~ At+nm)
= Vt €0, 7], < Car tout est > 0
Vi+(n+1D)r ~ Vi+nm
] ] e~ A+ (n+1)m ) e~ A(t+nm) ) ] ]
=Vt €]0, ], ————sin(¢ Car sin(t) > 0 sur |0,
Vit+ n—|—1 \/t+n7r
- ef)\(t+(n+1)7r) 7 = A(t4nm)
= dt < ————sin(t) dt Par croissance de l'intégrale
Vit (n+ D (n+1 0 Vitnm
- Ant1 < Gn

7)

Conclusion :

‘La suite (a,) est décroissante ‘

Pour tout n € N, a, est positive comme intégrale d’une fonction positive. De plus elle est décrois-
sante, donc elle converge.

,—A(t+nm)
y. A s PR .., ) . € L.
Si vous étes a l'aise avec le théoréme de convergence dominée, il suffit de poser f,(t) = —— sin(t).
Vi+nm
On regarde ensuite la limite pour la convergence simple, qui est f =0, puis on majore, par o(t) = 7 par
t

exemple. Mais on peut aussi plus simplement majorer directement a,.
Pour tout n > 1, pour tout ¢ €]0, 7], 0 < /nm < v/t + nw puis

ef)\(t+n7r) 1

L ———sin(t) < ——
S i+ an () < /nmw
Donc en intégrant
T
0<a, < — —0

\/NT n—+oo

D’ou, par encadrement,

‘ La suite (an)nen converge vers 0

La suite (a,) est positive, décroissante et de limite nulle. Donc, d’apres le critere des séries
alternées,

La série E ak converge

Toujours d’apres le critere des séries alternées, S est du signe du premier terme, (—1)0a0. Donc

Soit N € N*,
N N (n+1)7
Z = Z / Par définition de ay,
k=0 k=0""T
(N+1)m
:/ g(t) dt Chasles
0

La série (question 7)a)) comme l'intégrale (question 5) convergent, donc lorsque N — +o0,

+00 oo
| atar =3 (-1,

k=0
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8) Soit z > 0. La fonction t — tx est €', strictement croissante et bijective de ]0, +oo[ sur |0, +oo[.
Posons u = tx, donc du = x dt. D’apreés le théoréeme de changement de variable, les intégrales

+o0 e~ tsin(tr) 1 [+ e %/ gin(u) .
———=dtet — —————= du sont de méme nature — donc convergentes — et
0 Vit x Jo vu/x

[T e tsin(ta)
Vi) = /0 e

1 [+oo —u/T o
1 e sin(u) du

z Jo Vulw

1 400 A—U/T o
:7/ e sin(u) du
vz Jo Vu

:LS Avec)\:1>0
T T

N3

D’apres la question 6b, .S > 0, donc
9) Les fonctions R et T ne sortent pas du néant : R = |W| et T est un argument de W (modulo 7).

a) Fonction R : Les fonctions U et V sont € sur R d’apres 1lc, donc en particulier continues. Donc
R est prolongeable par continuité en 0, par continuité des fonctions ¢t — % et t — /¢ sur R et
R respectivement.

La fonction R est prolongeable par continuité sur Ry par R(0) = /U (0)2 + V(0)% = /7.

Fonction T : Lorsque x — 0, nous avons les limites suivantes par continuité de U et V en 0 et
d’apres les calculs de la question 3)b) :

lim U(z) =U(0) =7 >0 et lim V(z) =V(0) =0

z—0 z—0
De plus V(x) > 0 sur R%.. Donc par quotient,

lim Ulz)
z—0t V(:B)

Or lim Arctant = g, donc

t—+o0
. . . 7 ﬂ-
La fonction 7" est prolongeable par continuité sur Ry par 7'(0) = 5
b) Ici, tout est dérivable, méme €>°, sauft — Vt qui west pas dérivable en 0. Donc il faut vérifier que V ne
s’annule pas (pour — ) et que U 2+ V2 ne s’annule pas non plus (sinon on estt = 0 et t — \/t n'est pas

dérivable).
Les fonctions U et V sont de classes € sur R% . De plus T est bien définie sur R , donc elle est
%' comme composée de fonctions €.

Pour zo > 0 fixé, V(z¢) > 0 donc U?(xo) + VZ(x0) = VZ(x0) > 0. Ainsi, z — /U2(z) + V2(z)

est dérivable en zg. Conclusion :

Les fonctions R et T sont de classe C' sur Ri
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c) Dérivons : pour tout = € Rj_, (On ne se précipite pas, on ne saute pas d’étape, on remplace avant de
développer, etc...)

2U' (2)U () + 2V (z)V ()
U2(z) + V()
—2U () YigHeb(a) 4 oy (o) Yploii@) o
B U2(z) + VZ(z) D’apres 1d
_U(x)V(ac) — :L‘U2(x) + V(x)U(q:) _ $V2(a:)
21+ 22)U%(@) + V2(z)

—2(U%(z) + V2(x))

2(1+22)T2(z) + V2(a)

BT

R(x) =

. ) . .U .
Et (Evidemment, vous avez besoin d’un brouillon et d’écrire (Arctan f) = - —, = v donc f' = ...)

U@V (2)-U(x)V'(z)
V3 (x)

1+
_ V@)~V ()
V2(z) + U?(z)
_ V(@) +aU(x)y, V(z)— Uz )%x‘g()

2(1+z 2)
V2(z) + U?(z )
_ —V2(x) — 2U(2)V(x) — U?x) + 22U (2)V (z)
2(1+2%)(V3(z )+U2( )

T (x) =

1
C2(1 +22)

Conclusion :

1
/ *
yet T'dey = —-————; sur R},

R est solution de ' = — 2(1 + 22)

_r
2(1+ 22)

Pour T, il était impossible de retrouver facilement du Arctan aprés dérivation, donc il est logique de

trouver une équation différentielle iy’ = f avec f une fonction fixée.

d) Résolution de y = —ﬁy :
Posons f(x) = 1111(1 + 2?). Comme f'(z) = 2w ° les solution de ’équation
4 41+2%2) 21+ 2?)’

sont les y définies par

Ve eR, y(x)=Ce” 1In(l+a?)

1n((1+z2)—%f)

B C
(1+22)7

=Ce

Ou C € R dépend des conditions initiales.

1
L’ensemble des solutions sur R est Vect | z — ———
(1+a2)}
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1

RéSOlution de y/ = —m :
xT

1
11 suffit de primitiver : y(x) = ~5 Arctan z + C.

1
L’ensemble des solutions sur R est {x =g Arctan x +C | C € R}

e) Expression de R : R est solution de la premieére équation donc il existe C' € R tel que

_c
(1+a2)7

YV > 0, R(z) =

Par continuité en 0, on a liH[l) R(z) = /7 = C. Donc
T—r

Ve eRy, R(z)= i
(1+a2)1

Expression de T' : T' est solution de la seconde équation donc il existe C' € R tel que

1
Vo > 0, T(x) = —3 Arctan z + C

T
Par continuité en 0, on a lim T'(x) = — = C. Donc
z—0 2

1
VeeRy, T(z)= g - §Arctan x

10) Toutes les égalités suivantes sont sur R.
U U . .
Pour retrouver — a partir de Arctan v il faut utiliser tan(Arctan ¢)) = ¢ (ce qui est toujours vrai

dans ce sens léE[) :

U
V = tan(T)
De plus, en élevant au carré I'expression de R,
U?+V? =R
—V?(1 + tan?(T)) = R? Car U = tan(T)V
—V? = R%cos*(T) Car 1 + tan? = tan’ = —

cos?
=V = |Rcos(T)]

Car V > 0 sur R et V(0) = 0. Or T = Arctan % €] — m/2,m/2[ par construction, donc cos(7") > 0.

Par construction, R > 0, donc

B T T 1
Vo € Ry V(x) = R(z)cos(T(x)) = m cos (2 —5 Arctan :U>

Or cos (;T —9) = gsin 6 et sin (;r —9) = cos0 :

1
(\/i)l sin (2 Arctan :c)
1+2%)1

€] — 7/2,7/2[, mais c’est inutile : c’est vrai par construction de 7'

Vo € Ry V(z) =

U(z)
V(z)
Dans l'autre sens, Arctan (tan(t)) = ¢ uniquement si t €] — 7 /2, 7/2].

1. On peut d’ailleurs vérifier que T'(z) = Arctan



DST 5

De plus, U = tan(T)V = Rcos(T) tan(T') = Rsin(T'), donc

1 1
Vo € Ry U(z) = il sin (7r — — Arctan :1:) = Ll cos ( Arctan x)
(1_,_1,2)3 2 2 (1+x2)1 2

Comme U est paire et V' est impaire, de méme que les membres de droite des égalités ci-dessus, les
expressions trouvées sont valables sur R :

T 1
U(z) = L Ccos < Arctan az)
(1+22)1 2
™
V(z) = ——sin ( Arctan :1:>
(1+2)7 2
Puisque R = |W| et T un argument de W modulo 7, on a W = £(RcosT + iRsinT), d'otu U et V au signe
pres.
1 1 z z . . .
11) e Primitive de z — - == ""etsiz=a+ib, |2]* =a® + b
z+i 2z zz o |z]?
1 T —1
Ve R — =
’ r+i  22+1

1
Donc une primitive sera z — 3 In(z% + 1) — 4 Arctan (z)

e Résolution de I'équation différentielle y' = —ﬁy :
i —

Les solutions sur R de I’équation différentielle (E) sont :

e% Arctan ()

1 .
Va € R, y(z) = pexp (—4 In(z® + 1) + %Arctan (;1:)) = um

ou u € C.
e Comme W est solution de (F) sur R, il existe p € C tel que

6% Arctan ()

Comme W (0) = U(0) + iV (0) = /7, on a u = W(0) = /7, et, par suite, pour tout = € R,

ﬁ L Arctan (z
W) = caygmae?

e En passant a la partie réelle et a la partie imaginaire, on retrouve bien :

VeeR, U(z)= _ VT Ccos (; Arctan (ac)) et V(x)= _ VT sin (; Arctan (a:))

1
(22 +1)3
On retrouve bien les expressions données a la question précédente.

12) Pour tout = € R, pour tout n € N,

—t

<e\/ fo1/2,1(t) |\[Sln t)

—t

xt) < % = fo12.(t).

cos”
| Vit

—t
Or f_i/5, est intégrable sur R (d’apres la question 1b) : —1/2 > —1), donc ¢ e—cos"(:ct) et

—t \/Z

e
t — —=sin"(«t) sont intégrables sur R, ce qui assure en particulier I'existence de U, (z) et V,(x).

Vit
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1+ cos(2a)
B 2

1-— 2
et sin’(a) = M, donc

a) Pour tout a € R, cos?(a) 5

v 2

+oo ,—t +oo o—t 1 2
Us(@) = [ S cos?(at) dt = / ¢ 1t cos(2t)
0

0o Vi

1 [too et 1 [too et
=3/ 7 dt + 3 /0 7 cos(2xt) dt (par linéarité de 'intégrale)
1
= £ (U(0) +U(2r)
4oo ,—t +oo o=t 1 — 2t
et Va(z) = - sin?(zt) dt = / e 1= cos(2wt) dt
0o Vit 0o Vi 2

= *1 76 : dt — *1 76 : d | d
t / cos(2xt t ar inéarité € l’mté rale
2 / \/f 2 0 \/Z ( ) (p & )
1

0
=, (U(0) - U(2x).
b) Si x = 0, alors, pour tout n € N, U, (0) =U(0) — U(0).
Prenons pour la suite x # 0.

—t
e Posons, pour tout n € N, f, : t € R} — %| cos”™ (xt)].

e Pour tout n € N, f, est continue (par morceaux) sur R .
ot 0 siwtg_ﬁrZ@t%EZ
e Pour tout t € R, f,,(t) = W| cos"(zt)| — et x

n—-+4oo -
Vit

La suite de fonctions (f,,) converge donc simplement sur R* vers la fonction

T
siztenZ te -7
T

De plus, sur tout [a,b] C R, f a un nombre fini de point de discontinuité ([a,b] N zZ) et, en
chacun de ces points, f a une limite nulle a droite et & gauche, donc f est continue parxmorceaux
sur RY .

e Enfin, pour tout n € N, pour tout ¢t € R,

e—t

[fn(t)] < i (1),

ou ¢ = f_y/51 est intégrable sur RY (toujours d’apres la question 1b).
e D’ou, par convergence dominée,

“+oo

+o0o
lim Fult) dt = / £t dt =o.
0

n—+o0 Jo

* De plus, pour tout n € N, par I'inégalité triangulaire généralisée (les intégrales convergent)

+oo o1
|Un (z)| = / — cos"(xt) dt
0

< d 0
< —=|cos"(xt)|dt — O,

n—-+o0o

donc, par encadrement,

FIN DE L’EPREUVE



