Lycée St Joseph
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 5

Correction

Lundi 27 novembre 2017

Exercice 1 (Concours national marocain 2010, partiel) 1) Polynéme caractéristique :

xf(z) = det(zls — A) -1 -1
= (z—=2)]1 z—2 1
T -1 —1 1 1 9
= -1 z-2 1 I
1 -1 x-2 1 -1 -1
r—92 1 1 = (1’—2)0 x—1 1 (LQ%LQ—Ll)
= |[r—2 x—2 1 0 0 z—1 (Lg L3 — L)
r—2 -1 z-2 = (z—-2)(z—1)
(Cl < Cl + CQ + Cg)
Xs(x) = (x = 2)(x - 1)
2) D’apres la question précédente, les valeurs propres de f sont
e )\ =2 de multiplicité a =1;
e )\ =1, de multiplicité a = 2.
On vérifie évidemment avec la trace : Tr(A) =24+2=4=2+1+1.
e Calcul de Fy = Ker (2I3 — A) :
4o
X=|x|ek < (2I3—A)X=0
T3
2:L’1 - X9 — X3 = 0
<~ —I + xz3 = 0
r1T — X9 =0
r1T — X9 =0
< 200 — x9 — x3 = 0
—xq + x9 = 0
T z3 = 0
<~ xo z3 = 0 Lo+ Lo—2L,
— 22 + x23 = 0 Ly« L3+ L,
S~ T2 =T33 =21
1
Ainsi | B9 = Vect (| 1 |)
1
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e Calcul de Fy = Ker (I3 — A) :

x1
X=|z| €F — (Ig—A)XZO

T3

r1 — T2 — X3 = 0

— -1 — 22 + x3 = 0

r1 — T2 — X9 = 0

rT — ro — X3 = 0

{ — 2x9 =0 Lo Lo+ Ly
< a9=0 et x3=ua

1
Ainsi | By = Vect (| 0 |)
1

Par conséquent dim 1 = 1 < 2 donc

‘ f n’est pas diagonalisable

2

-1 1 1 11 -1
3) Calculons : A-L?=|1 1 1| =]1 1 —1
-1 1 1 11 -1

Dés lors, 2 € Ker (f — idps)? <= (A—13)2X=0<:>’$1+.7J2—$3:0

dim Ker (f —idgs)? =2

4) Apres calcul matriciel, e; = (f —idgs)(e2) = (—2,0,—2) € Ej.
a) Puisque e3 est un vecteur propre de f, es € Fy = Vect ((1,0,1)) ou e3 € Ey = Vect ((1,1,1)).
Or la deuxiéme composante de eg est égale a 1, donc ez ¢ E;. Par conséquent es € Es et

es=(1,1,1)
-2 1 1
Soit P=| 0 —1 1].Comme det(P)=—-2#0,
-2 0 1

la famille (e, es, e3) est une base de R?

et P est la matrice de passage de la base canonique a la nouvelle base.
b) e; € Ej et ez € Ea, donc f(e1) = 2e; et f(e3) = 2es. Donc B est de la forme

1 = 0
B=10 % 0
0 * 2
1 -1 1 -2
OrA|-1|=[-1]=|-1|+| 0 | donc f(e2) =e1 + e2
0 -2 0 -2

(on peut se douter que la matrice cherchée est triangulaire, donc que seuls e; et e interviennent,
ce qui simplifie la recherche des coordonnées).

1 10
Conclusion : B=]|0 1 0|etA=PBP !
0 0 2
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c) Premiére méthode : on calcule B" pour quelques n (2, 3, 4) et on conjecture une formule — au brouillon
que l’on prouve par récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

1 n O
H,: B"=[0 1 0
0o o0 27

est vraie pour tout n > 0.
o Hy: B = I3 est vrai.
e H,, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.

1 n 0 110 1 n+1 0
B =B"B=[0 1 0 1 0]l=(0 1 0
00 20/ \o 0o 2 0o o ortl

Donc Hy,41 est vraie.

1 n O
e Conclusion : |Vn >0 B"=10 1 0
0 o 2"
Seconde méthode : on utilise la formule du binome de Newton, aprés avoir bien vérifié que D et N com-
mutent.
1 00 010 1 00 010
Remarquonsque B=]0 1 0|+ ]0 0 Of.Posons D=0 1 0|letN=]0 0 O
0 0 2 0 00 0 0 2 0 0 0
010
DN=|0 0 0|=ND
0 00

Comme D et N commutent, nous pouvons donc appliquer la formule du binéme de Newton
" In
k=0 k

De plus, N? = 0, donc N* = 0 pour tout k& > 2. Il reste donc

B = (g) D" + (") D" 'N?

1" 0 010
=10 1" O +n 0 0 00
0 0 2" 2"t \0 0 0
1 0 0 0 n O
=101 0|+]0 0 O
00 2" 0 0 O
1 n O
=10 1 0
0 0 2"
Calcul de A™ : A= PBP~! donc A" = PB"P~".
1/2 1/2 -1
[insérer ici un pivot de Gauss pour inverser P] P~' = | 1 0 -1
1 1 -1
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-2 —2n+1 27 2" —9p  2M—1 —2"42n+1
Finalement,|Vn >0 A" = | 0 -1 2"|pPl= 2m—1 on —2" 41
-2 —2n 2" M _—92p—1 2" —1 —2"4+2n+2

On vérifie rapidement le calcul de A" enn =0 et n =1, on retrouve bien I3 et A : c’est sans doute juste.
Exercice 2 (PT 2017)

Partie 1 1) Les5/2 remarqueront que c’est une matrice symétrique réelle, donc diagonalisable. Les 3/2 répon-

dront auz questions 1 et 2 simultanément.

Polynoéme caractéristique :

xa(z) = det(xlz — A) 11 1
-1 1 1 = (z+1|1 z—1 1
_ 1 e-1 1 1 1 z-1
1 1 z-—1 1 -1 -1
r+1 1 1 = (z+1)0 z—-2 0 (Ly < Ly — Ly)
— le4+1 z-1 1 0 0 r—2 (Lg(—Lg—Ll)
r+1 1 x-1 = (z+1)(z—2)?

(Cl «— C1+Cy +Cg)

xa(z) = (z 4+ 1)(z — 2)?

Les valeurs propres de A sont
e )\ =2 de multiplicité a = 2;
e A\ = —1, de multiplicité a = 1.
On vérifie évidemment avec la trace : Tr (A) =3 =2+2—1.
Comme la dimension d’un sous-espace propre est encadrée entre 1 et la multiplicité de la valeur propre
(1 <dimE) < ), dim E_; = 1. Reste a vérifier la dimension de Es.
Calcul de Ey = Ker (2I3 — A) :

I
X =1z €E2<:>(213—A)X:0
x3
1 1 1
— |1 1 1|]X=0
1 1 1
<z +x93+2a3=0
—T2 — I3 -1 —1
— X = X9 = I 1 + 23 0
T3 0 1
—1 —1
Ainsi |Eo =Vect (| 1 |,] 0 |)
0 1

Conclusion : Nous venons de montrer que pour tout A € Sp (A), dim E) = «. Ainsi, d’apres le théoréme
de diagonalisation,

La matrice A est diagonalisable‘
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2) Lors de la question précédente, nous avons montré que les valeurs propres de A sont

e )\ =2 de multiplicité a = 2;

e )\ = —1, de multiplicité a = 1.

-1 -1

Et que|Eo =Vect (| 1 |, 0 |)
0 1

Calcul de F_1 = Ker (=I5 — A) :

(LQ — 2L2 + Ll)
(L3 < L3+ Ly + Lo)

T
X =\ EE_1<:>(—13—A)X:0
3
-2 1 1
|1 -2 1]|]X=0
1 1 =2
—2x1 +x0 +x3 =0
<~ —3x2 +3z3 =0
0 =0
_2 p—
{ T + 23 0
To = T3
> T1 = T2 = I3
T3 1
< X=|z3| =231
z3
1
Ainsi | E_; = Vect (| 1)
1
3 -1 -1
3) A’=-1 3 —1|=A+2I. Pour n > 1, en multipliant par A" !,

-1 -1 3

An+1 — A" + 2An—1

4) Soient (uy) et (v,) deux suites définies par

ug = 1
u = 1 et
Vn>1l, upt1 = uUp+ 2up—1 Vn > 1,

Montrons par récurrence que la propriété :

Up Un Un
Hy: A=\ v, u, v,
Un Un Unp

est vraie pour tout n > 0.

Up Vo Vo
o Ho: A=IL=1| v w vy [,doncH,.
Vo Vo Uo

ur vy v
o Hi:Al=A=| vy w v , donc H;.

v U1 U1

Vo
U1
Un+1

0
-1
Up, + 2'Un—1



DST 5

o Hy 1, Hp = Hnt1 : Supposons Hy,_1 et H, vraies, pour un n > 1 fixé. D’apres 3,

An+1 — A" + 2An71

Up Un Un Up—1 Un—1 Un—1
= Un Un Up +2 Un—1 Up—1 Un-1
Un Un Up Un—1 Un—-1 Up—1
Up + 2Up—1 Up + 2051 Up + 2051
= Up +20p-1  Up +2Up—1 Up+ 2051
Up +20p-1 Up+ 2051 Up + 2Up_1
Un+1 Un+l Unpitl
= | Unt1 Unt1 Vni1 Par définition de (uy,) et (vy);
Un+1 Un41  Up+tl
Donc Hy,41 est vraie.
Un VUn Un
e Conclusion : |Vn >0 A" =1 v, U, vUn
Un Un Un

C’est une récurrence double, il faut impérativement vérifier Hy et Hy, sinon on s’expose da des paradozes du type
boite de crayons de couleur(s).

5)

Ce sont des suites récurrentes linéaires de méme équation caractéristique
-z —2=0
qui a pour racines A\; = —1 et Ay = 2. Donc

Yn >0 up = a(—1)" + b2" et vp =a'(—=1)" +b'2"

En évaluant en n = 0 et n = 1 on trouve les systémes

uy=1l=a+b " vw=0=d +V
e
uy=1=—-a+2b v =—1=—a +2V

qui ont pour uniques solutions

a=1/3 . a=1/3
b=2/3 ¥ =1/3
Conclusion :
1 1
Izl u = (1" + 2" et v, = (1) =27

Partie 2 1) (2) — X\(1) : A2 — M = (u® — \u)V. Donc, comme g # 0 et X — pu # 0,

1

SRy

(A% — \A)

(2) — (1) : A% — pA = (A — pA\)U. Donc, comme X # 0 et A — p # 0,

1

V=30

(A% — pA)

On note la symétrie des roles joués par U et X d’une part, et V et u d’autre part.
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(3) s’écrit

AP = XU + i’V

— _ 2 _
(A R VA CE)
o
( >A2+)\u(—w H)A
) A? )\,uA

Conclusion :

A3 = (N +p) A2 — \pA.

2) Montrons par récurrence que la propriété :
Hy: AP = NPU + PV
est vraie pour tout p > 1.
e H; : est vraie, c’est (1).

e Hsy : est vraie, c’est (2).

o Hy_1,Hp = Hpy1 : Supposons H,_1 et H, vraies, pour un p > 2 fixé.

APTY = (XN 4 p) AP — ApAP~1 (d’apres 1)
= A+ ) NPU + pPV) = Au(NP71U + P~ 1v) (d’aprés H, et Hp-1)
= (NPT g NP — pDPYU 4 (P 4 AP — ApP)V

= Ny 4 Py

Donc Hpy1 est vraie.

e Conclusion : ‘Vp >1 AP = NPU + ,upV‘

3) a) C’est un classique du A C B, cf. les questions de cours sur ce modéle. On commence par écrire le début,
puis le but, traduire, et essayer de compléter.
ze€Ker f= f(z)=0
— fP(x) = fF7H0) =0 (ot fO =idgn)
= 1z € Ker f?

Conclusion : ‘Ker f C Ker fp‘

b) D’apres 1), pour p > 2, AP = (X 4+ p) AP — ApAP~1, donc les endomorphismes associés vérifient

= ) fP = AP

Ce qui signifie

Ve € R Auf?(2) = O+ w)f7x) — [P (a).

c) Montrons que Ker fP C Ker fP~1.

z € Ker fP = fP(z) =0

= 77 (@) = A+“

ALE o) — = 1 (a)

— z € Ker fP7!
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Ainsi, Ker fP C Ker fP71.

Pour tout k € [2,p], le résultat de la question 1 entraine

AfE @) = (A4 p) fF) = [ ().

Par conséquent, par récurrence Ker fk C Ker fk*1 pour k € [[2, p], puis

‘Ker fP C Ker f‘

d) D’apres a et ¢, Ker f = Ker fP. Donc dimKer f = dimKer f?. Le théoréeme du rang s’écrit
rg f =dimR" — dimKer f = dimR" — dim Ker f? =rg f?

Donc en passant aux matrices

[rg(4) = rg(4”) |

Partie 3 1) Par définition du produit matriciel

tVU = Z UKV
k=1

2) Par associativité du produit matriciel,

2
(Utv> =U'VU'V =U("VU)'V =kU'V  avec k='VU

Comme les matrices I,, et U'V commutent, nous pouvons appliquer la formule du bindme :

A? = (al, +U'V)?
= a’I, 4 2aU'V + (U'V)?
= a’I, + (2a + k) U'V
=a’I, + (2a + k) (A — al,)
=(2a+k)A—ala+k)I,

Ainsi,

A’ =aA+BI, avec a=2a+k et B=—ala+k)

3) Par définition du produit matriciel U'V = (u;v)1<; j<n. D’0lt pour tout (i,75) € [1,n]?

{ A = @+ Uv;

Qi5 = UVj sie 7'&]

n n
Par définition de la trace, Tr A = Z aii = na + Z u;v;, d’ott
i=1 i=1

‘TrA:na—l—tV.U:na—i-k‘

4) En remplacant dans les expressions de « et 3 trouvées au 2),

a:TrA—(n—Q)a‘ et ‘B:—a(TrA—(n—l)a)‘
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5) Soit A € C une valeur propre de A, et X € C", X # 0, un vecteur propre associé¢ : AX = AX. On a

donc
A?X = AAX = ADX) = MX = \2X

Conclusion : [Si A € C est une valeur propre de A alors A\? est une valeur propre de A2

En remplacant dans expression A2X = aAX + X trouvée au 2,
NX =a)\X + X

Or X # 0, donc

M _—aA-5=0

6) En remplacant « et S par leurs expressions trouvées au 4, cette équation s’écrit
M (TrA—(n—-2)a)d+a(Tr A—(n—1)a) =0
En évaluant en A = q, il vient
a> = (Tr A—(n—2)a)a+a(Tr A—(n—1a)a*(1+n—-2—-(n—-1)—aTr A+aTr A=0
donc A = a est racine :
M (Tr A—(n—2)a)A+a(Tr A—(n—1)a) = (A —a)(A —b)

Or, en identifiant, ab = a(Tr A — (n — 1)a). Donc b = Tr A — (n — 1)a. Ainsi,

‘Les deux valeurs propres possibles de A sont a et Tr A — (n — 1)(1‘

7) a) La condition Tr U'V # 0 entraine Tr A # na, et donc Ao = Tr(A) — (n — 1)a # A1. Sous cette
hypothese, nous considérons deux cas possibles :

e Si 'une ou l'autre des deux valeurs candidates & étre dans le spectre de A ne s’y trouve pas,
il s’ensuit que l'espace E; associé est réduit a {0} donc le résultat est vrai.

e Si au contraire, les deux valeurs propres de A sont exactement les deux racines précédemment
trouvées, nous avons deux sous-espaces propres de A associés & des valeurs propres distinctes.
D’apres le cours, ces sous-espaces sont en somme directe et leur intersection se réduit au sous-
espace nul.

b) Analyse : Cherchons 'expression de X7 et X5 en faisant ’hypothese qu’ils existent.
Supposons qu’il existe une telle décomposition X = X1 + Xs avec X1 € Fq et Xo € Fs. Alors

AX = A(X1 + XQ) =aXy + (TI‘ A— (TL — 1>CL)X2

Il en découlerait que AX —aX = (Tr A — na) X2 et comme Tr A # na, nous aurions

1

Xg= ———
2 Tr A —na

(AX—(IX) etXlzX—Xg

Syntheése : si nous prenons les deux valeurs définies ci-dessus

1

Xo=———
2T T A—na

(AX—CLX) et X1 =X-X5

On vérifie que l'on a :
e X =X+ X5
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AXs = g (42X —0aX)

1

= T A g (QAX + X —aAX)
1

=" A e ((Tr A= (n—2)a)AX + (—a(Tr A— (n—1)a)X — aAX)
1

=g (T A= (n—1)a)AX + (—a(Tr A (n—1)a)X)

. (Tr A— (n—1)a)

= T A —na (AX —aX)

=(TrA—(n—1)a)Xs

1

g (AX —aX), ona AX = (Tr A= na)X; +aX, or X = X1 + Xj :

e Comme Xy =

AX) = AX — AX,
=AX —(Tr A— (n—1)a)Xs
=(TrA—na)Xo+aX —(Tr A— (n—1)a)Xs
=a(X1 + X2) —aXy
=aXy

Conclusion :

‘ Pour tout vecteur colonne X, il existe X1 € Eq et Xo € E5 tels que X = X7 + Xo

c) A la question 7a, nous avons établit que E; N Ey = {0}, et & la question 7b, que E; + Fy = R™.
Ainsi
Ei® Ey=R"

Par conséquent

La matrice A est diagonalisable

8) C’est une matrice de la forme :
1 - 1

A=—|: |+ 21,
1 ... 1

Cette matrice J avec uniquement des 1 est classique, et vérifie J? = n.J.

Pour répondre a la question, on prend ici

FIN DE L’EPREUVE

10



