Lycée St Joseph Lundi 20 novembre 2023
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 4

Correction

Exercice 1 (ESC Chambéry, ECT)

0 2 2 0 0 0
1) a) Lecalculnousdonne B=A—-3I3=[ 1 0 0|,B*=|0 2 2 |etB*=0.
-1.0 0 0 -2 —2

b) Pour tout entier k > 3, B = B?BF3 =0.B*3 = 0.
2) A =3I3+ B. Or I3 et B commutent, donc on peut écrire la formule du binéme de Newton : pour

tout entier n > 2,

A" = (3Is+ B)"
_ Z (”) 3n—k1§hk3k
o \F

2
= (“) 3n—k gk (B¥ =0si k> 3)

Sin =0, A’ = I3, la formule est vraie; et si n = 1, on retrouve aussi la bonne formule, puisque le
terme en n(n — 1) s’annule.

3) a) On trouve la relation de récurrence suivante : X, 11 = AX,,. La récurrence est laissée en exercice
au lecteur (mais il faut la faire! puisqu’elle est demandée).

b) Pour tout n € N,

X, = A"X,=3" <13 + 2B+ ”("_1)32> X0
3 18
Un, n n(n—1) 2+2n/3
Donc v, | = 3" (Xo + gBXO + 18B2X0> =3"|1+2n/3+n(n-1)/9
Wy, —2n/3 —n(n—1)/9

Ainsi
e u, =3"(2+2n/3) et a pour limite +00;
e v, =3"(1+2n/34+n(n—1)/9) et a pour limite +00;
o w, =3"(—2n/3 —n(n—1)/9) et a pour limite —oo.
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Exercice 2 (E3A PC 2023)

1) Soit = € R. Par parité du cosinus,

Io(—x) = /01(1 —2Y" cos(—tx) di = I(2)

Donc

‘ La fonction I,, est paire ‘

2) Posons D =R, I =[0,1] et
V(z,t) € D x I, h(z,t) = (1 — t?)" cos(—tx)

Théoreme de dérivation :
e Vit € I, la fonction z — h(z,t) est de classe €' sur D car cosinus est ;

e Vz € D, la fonction ¢t — h(z,t) est intégrable sur I (intégrale sur un segment));
—t(1 — t*)" sin(zt) est continue donc continue par morceaux sur I.

Oh
la foncti t — t) =
a fonction t — 8m(x’ )

e La fonction ¢ : t +— t(1 — t*)" est intégrable sur le segment I

‘gZ(x t)’ = t(1 —*)" |sin(t)| < (1)

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

Vee D, Vtel

1
I, est de classe €' sur R et I (z) = / —t(1 — %) sin(xt) dt.
0

3) Soit z € R. Effectuons une intégration par parties sur [0, 1] : soient

u=(1—t3Hnt! u' = —=2(n+ 1)t(1 —t*)"
v = sin(xt) v' = x cos(xt)
Alors, d’apres 2,
1
I' () / (n +1)t(1 — t*)" sin(xt) dt
0
( [ 2yn+1 sm(:vt)] = /1(1 — )" g cos(at) dt) Carn+1>0
(n+ 1 0 0
=0
z ! 2\n+1

Alinsi,

x

I(x) = —mfnﬂ(a?)

4) Montrons par récurrence que la propriété :

Hi:  Vn €N, la fonction I, est de classe € sur R

est vraie pour tout k > 1
o H; : D'aprés 2, I, est €. (et H1 = Ho).
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o Hj = Hpy1 : Supposons Hy vraie. Soit n € N fixé. D’apres la question 2, I, est €' sur R et

X

I'z)=—— 2
VeeR I (x) 3n+ 1)

Ly (x)

Or 1,41 est &% sur R d’apres Hy, (propriété valable pour tout n € N, donc en n + 1).
Donc I, est €% sur R, ce qui entraine I,, de classe %1 sur R : H;,1 est vraie.

e Conclusion :

Pour tout n € N, la fonction I,, est de classe €* sur R

5) Calcul de I,,(0).

a) Soit p € N. Effectuons une intégration par parties sur [0, 1] : soient

u=t u =1
v=(1-1¢t?)Pt! v ==2(p+ D)t(1 — P

I1 vient

1
I,:+1(0) :/0 1x (1—)Prtae

1 1
= [t - 2] —/ —2(p + 1)2(1 — )P dt Carp+1>0
0
—_—
-0

1
=-2(p+ 1)/0 (1—# —1)(1— 3P dt
= =2(p+1)(Ip+1(0) = 1,(0))

Dot I,41(0) = —2(p+ 1)I+1(0) + 2(p + 1)1,(0)
Puis (2p+ 3) 1,41 (0) = (2 +2)1,(0)
Et finalement :

2 2
L 0)

VpeN Ip11(0) = 2 +37

Le terme au carré qui apparait suite a une intégration par parties vous rappelle quelque chose... Wallis ?
C’est normal : avec le changement de variable t = sin(u), dt = cos(u) du, et les bornes sin(0) = 0,
sin(7/2) = 1, il vient

-1
L(m::/(lfﬂYWH
J0

ol

= / (1 —sin®(u))™ cos(u) du
Jo

vl

= [ (eost @) costay

— [172 n+1

b) Comme toujours pour ce genre de questions, testez pour les premiers termes : obtenez les expressions de
Iy(0), I, (0), I2(0)... sans effectuer les calculs :

242 4 x 2
2 442 6x4x2
L(0)=2 L0)=—21(0)=-———"%
1(0) =3 3(0) 4+31w> Tx5x3
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Vous conjecturez que I,,(0) est le produit des pairs sur le produil des impairs : il reste d ajuster les bornes
?
du produit | | , toujours avec les premiers termes.
k=7

Montrons par récurrence que la propriété :

2k
n In =
7 (0) H 2k +1
k=1
est vraie pour tout n > 0.
1
. @:10(0):/ dt = 1.
0
e H, = Hpy41 : Supposons H,, vraie.
2n + 2 s
In+1(0) = mfn(O) D’apres 5a
n+2 & 2k
_2n—|—3k1;[12k+1 (Hn)
o 2k +1

Donc Hp41 est vraie.

2k
1

e Conclusion : |Vn >0 I,(0) = []
oy 2k +

Or (calcul classique, qui ld aussi rappelle Wallis, et pour cause!)

I 2%
k=1

[,(0) = w——
[[2k+1
k=1
n 2
= — k=1 On rajoute les termes manquant au dénominateur
[ 2k + 1)(2k)
k=1
n 2
= ﬁ Les nombres pairs sont ... divisibles par 2
n .
22nn!2
T (2n+ 1)
Conclusion :
22nn!2
1,(0) =
w(0) (2n+1)!

Done, a nouveau, 1,,(0) = Woy, 11

6) a) Soit u e R.
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b) Calculons I,,(0) a l'aide de la question 6a :

1,(0) = /01(1 — 2y de

:/ Z( ) t%dt avec u = —t?
k=0
<n

n
Z ) k t% dt par linéarité de 'intégrale
Y

t2k+1

Z _1)k[2k+1}0

—1 1
= n!Z X
= k!(n—k)! 2k +1

=nlS,

Conclusion

S 1 (0)

Comment avoir l'idée de la preuve ? La question 6a n’est pas seulement un cadeau (car facile), c’est surtout
une indication. Il faut chercher : on vous parle de formule du binome, ou peut-on l’appliquer ?

7) D’apres 5b et 6b,

221n)
g ==
(2n+1)!
Exercice 3 (CCINP PC 2020)
Partie I - Préliminaires
1) Soit z > 0.
t — f(x,t) est continue (par morceaux) sur R’} par opérations sur les fonctions usuelles.
in(t
Pour tout ¢ > 0, |sin(t)| < |¢|, done |f(z,t)] = Smt() —ot| < 7ot
Or t — e % est intégrable sur R% (car = > 0), donc, par comparaison, t — f(x,t) est intégrable sur
R7.
/ . 1, 1
2) e Posons u'(t) = sin(t), u(t) = 1 — cos(t), v(t) = 7 (t) = e

u et v sont de classe C! sur Ri.
1—cos(t) 1—(1—t*/240(t*) t*/2+0(t* t

u(tyo(t) = ———— = ; = . =5 +o(t) 2,0
borné
1 (t)
— COS
u(tpo(t) =~ o 0.

+oo +oo oo 1 — cos(t)
D’ou, par intégration par parties, I = / o (t)v(t)dt et / u(t)v'(t)dt = —/ ———5——dt sont
0 0 0

t2
o0 1 — cos(t)

de méme nature, donc I converge si et seulement si / dt converge.

0 t2
1-— t
ot— ;OS() est continue (par morceaux) sur R .
1—cos(t) 1—cos(t) 1—(1—t3/2+0(t?) /240> 1 1 — cos(t)
2 2 2 2 5 +o(1) el /2, donc t — 2

est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur |0, 1].
1 —cos(t) O(1) O 1
o t——+oo '

12 g2 12
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1 — cos(t)

2 est

1
Ortw— 2 est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢ —
intégrable sur [1, +oo.
1 — cos(t)

+20 1 — cos(t
t — ———= est donc intégrable sur R* | donc, en particulier, 7()
t2 +

2 dt converge, donc,
0

d’apres le premire point de cette question, I converge.
3) Soit = > 0.
t — u(x,t) est dérivable sur RY et, pour tout ¢t > 0,

%(m, P = _ wcos(t) —sin(?) — xsin(t) + cos(t) % (—z)e7t
ot 1+ 22 1+ 22
_ —zcos(t) + sin(t) 4+ a? sin(t) + x cos(t) p—
B 1+ a2
1+ 2?) sin(t
— ( —|—137+)::211’l( )e—xt — sin(t)e_xt,

t

donc t — u(x,t) est bien une primitive de la fonction t — sin(t)e™™" sur R}

Partie IT - Calcul de F sur |0, +o0]

4) e Soit z > 0.

sin(t)
t

D’ot, par l'inégalité triangulaire généralisée et par positivité de l'intégrale convergente (avec "0 <

+o0"), on a :

Pour tout t > 0, |f(z,t)| = e M L e

F(z)| = ’/OM f(x,t)dt’ < /;OO (2, 0)|dt < /0+°° eotgr— L

X

1

e Or lim — =0, donc, par encadrement,
r—+00 I

lim F(z)=0.

T——+00
5) Soit a > 0.
e Pour tout x € [a, 400, t — f(z,t) est intégrable sur R’ (d’apres la question (1] avec x > a > 0).

e Pour tout t > 0, 2 — f(z,t) est de classe C' sur [a, +o0o[ (constante fois une exponentielle) et,
pour tout z = a,
of

t s —=(x,t) = —sin(t)e
O (2, 1) = —sin(t)
est continue (par morceaux) sur R .
e Pour tout x > a, pour tout £ > 0,
9 : - - _
(o) = | —sin(0e | < e < = o)

ol  est intégrable sur RY (car a > 0).

+oo
D’ou, d’apres le théoreme de dérivation des intégrales a parameétres, F' : x +— / f(z, t)dt est de
0

classe C! sur [a, +o0[ et, pour tout z > a,

Fl(z) = /0 +°° gi(x,t)dt —_ /O " sin(t)e-tt.

6) F est dérivable sur [a,+oo[ pour tout a > 0, donc F' est dérivable sur U [a, +00[=]0, +0o0] et, pour

a>0
tout x > 0,
F'(z) = — /—i-oo sin(t)e dt = — [u(z,t)]d> = — <O + ! >
0 »0 1+ 22
- 1
14 a2
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F est une primitive de F’ sur l'intervalle R’ , donc il existe K € R tel que, pour tout = > 0,

F(z) = — Arctan (z) + K.

Tr—-+00

Enfin, lim F(z) =0, donc —g + K =0, donc K = g, et, par suite, pour tout x > 0,
T
F(x) = 5~ Arctan ().

Partie IIT - Conclusion
7) e Pour tout ¢t €]0,1], x — f(z,t) est continue sur [0, 1].
e Pour tout x € [0,1], ¢t — f(z,t) est continue (par morceaux) sur |0, 1].
e Pour tout ¢ €]0, 1], pour tout x € [0, 1],

t

efzt < ef:rt g 1= @(t),

[f ()] =

ou ¢ est intégrable sur ]0, 1] (constante sur un intervalle borné).
1
D’ou, d’apres le théoréeme de continuité des intégrales a parametre, Fy : x — / f(x,t)dt est continue
0
sur [0, 1].

8) Soit z € [0, 1].
e Pour tout t > 1,

u(z,t) 1 y (_:csin(t) + COS(t)e—xt> _ t% x 0 (1)= t_)qoo (tlQ) .

12 t2 14 22 t—+o00
1 o ) . u(x,t)
Ort 2 est intégrable sur [1,+oco] (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢ 2 est
o - oo u(z,t)
intégrable sur [1, 4+o00[, donc, en particulier, / 2 dt converge.
1
1
e Posons w'(t) = sin(t)e™ ", w(t) = u(x,t), v(t) = 7 V'(t) = e
w et v sont de classe C' sur [1,4o00[.
, T 1
wity(t) = "D _ o () Y
t t—+oco \ t /) t—=+0
+oo , o0 u(x, t) . . .
/ w(t)v'(t)dt = —/ 2 dt converge d’apres le premier point.
1 1 e .
D’ou, par intégration par parties, / f(z,t)dt = / w'(t)v(t)dt converge (mais on le savait déja)
1 1

et

u(x,t)

Fy(z) = /1+Oo o (t)o(t)dt = [ :roo + /1+oo U(Z;’ D gy

_ xsin(1) + cos(l)e_x n /+°° u(x,t)dt
. :

1+ 22 t2
ul, ) |
9) e Pour tout x € [0,1], t — 2 est continue (par morceaux) sur [1, +o0].
u(x,t)

e Pourtoutt > 1, z —

2 est continue sur [0, 1].

e Pour tout x € [0, 1], pour tout t > 1,

11+1
t2 1 t2

—xt

u(x, t)‘ 1 z|sin(t)| + | cos(t)]
< .
t2 12 1+ a2

N
X
[y
I

\
I

S

=

ou ¢ est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1).
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10)

o0 u(x, t)
t2

D’ou, d’apres le théoreme de continuité des intégrales a parametre, x — / dt est continue
1

sur [0, 1].
xsin(1) + cos(1)

1+ a2
donc F est continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues.

e De plus, z — e~ * est continue sur [0,1] (par opérations sur les fonctions usuelles),

+o00
e D’ou, pour tout = € [0,1], F(z) = / f(z,t)dt existe (on le savait déja, cfet et
0

Fz) = /Olf(x,t)dtJr/:oo Fla,t)dt = Fy(z) + Fa(x),

donc F' = F} + F3, donc F' est continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues.
e On a donc, par continuité de F en 0,

I=F(0)= lim F(z)= lim g — Arctan (z) = g

z—0t z—0t

FIN DE L’EPREUVE



