Lycée St Joseph Lundi 18 novembre 2019
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 4

Correction

Exercice 1 (E3A PSI 2015)

1) Soit z € R. La fonction g : t — est continue sur |1, 4+o00].

1
tTV/t2 — 1
e Btudeent=1:0nposet=1+h. (1+h)>—1=h?+2h=h(h+2) donc
1 1 1 1

g +h)= A+n)VOATh2—1 (Q+hevivhi2 15Viv2  V2h

1
Or h— 7 est intégrable en 0 (Riemann, o = 1/2 < 1), done, par équivalence, la fonction g est

intégrable en 0.

e Etude au voisinage de +00 :

1
g(t) ~ pras )

Ortw— pran] est intégrable en +oo si et seulement si x + 1 > 1, c’est-a-dire x > 0 (Riemann,
a =z + 1). Donc, par équivalence, g est intégrable en +o0o si et seulement si z > 0.
Donc ¢ est intégrable sur |1, +oo] si et seulement si x > 0.

De plus g est positive, donc |g| = g : f(z) existe si et seulement si z > 0. Conclusion :

I=R%L
. 1 .
2) Existence : z — ————— est continue sur [0, +oo|.
et +e %
, 1 1
Etude au voisinage de 400 : —— ~ — =¢ %,

er +e " e
Or x — e~ % est intégrable au voisinage de +oo (z — e 7% avec =1 > 0).

. 1 .
Donc, par équivalence, x — —— 1’est aussi.
xr —T
et +e
“+o0o dx
Ainsi, / ——— converge.
0 et +e 7

Calcul : Effectuons le changement de variable u = €”, ot & — €* est une bijection strictement croissante
sur [0, 4o00[. Donc le théoréme de changement de variable s’écrit :

+o0 d +o0 1 +0c0 1
/ 796:/ /udu:/ 7du:[Arctanu]f°°:z—
0 er4e® 1 u+1/u 1 1+ u? 2

/+°O de w
0 T +e T 4

m
4

NS

Conclusion :
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3) La fonction ¢ est une bijection strictement croissante de |0, +oo[ dans |1, +o0|.
Effectuons le changement de variable t = p(u) (donc dt = sh (u) du).
D’apres le théoreme de changement de variable, les deux intégrales sont de méme nature, or d’apres

1) 'une des deux converge, donc toutes les intégrales convergent.
q /+°<> /+°° sh (u /+°<> du 5 /+°<> du
f)= 1tV t2 ch (u /Sh o ch(u) “Jo evtev

Car ch?—1 =sh? et sh >0 sur [0, +00]. En conclusion, d’apres 2),

4) Comme nous 'indique I'énoncé,
sh\" ch?—sh? 1
(ch) N ch? " ch?
De plus, avec le méme changement de variable qu’a la question précédente,
f(2) = /+<>o dt /+oo du [sh (u)r” C oy R0
1 2vV2—1 Jo  ch?*(u) Lch(u)l, X—+o0 ch (X)

.. sh(X) eX—e X X . sh(X)
Or, au voisinage de +oo, ch (X) S X i XX 1. Donc Xgriloo oh (X) =1, et
f2)=1
5) Soit z € I.
1
Vt €)1, +o0], —F=2>0
tTVt2 — 1

|

1
6) Pour tout ¢ > 1, In(¢) > 0 donc z +— e~ 10t = = est décroissante.

Donc, par positivité de 'intégrale,

(Exemple typique ot on commence a chercher au brouillon, puis au propre on « renverse » la rédaction.)
Soit (z,y) € I? tels que = < y. D’aprés ci-dessus

1 S 1
PVE 17 VB 1

Donc par croissance de l'intégrale, f(z) > f(y). Ainsi,

Vt €)1, +00]

‘ f est décroissante sur [ ‘

7) Soit a > 0, montrons que f est dérivable sur [a, +o0o[. Soit h(z,t) =
In(t)

ta\/m
Etudeent=1:t=1+h et

1
——— définie sur R x]1, +o0].
/12 — 1 ] |
Posons ¢(t) = pour ¢ €]1,400[. ¢ est continue et positive (car ¢t > 1 donc Int > 0).

In(1+ h) N vh
(L+h)vhv2+h V2

Donc ¢ est prolongeable par continuité en ¢ = 1 par ¢(1) = 0. Donc ¢ est intégrable en 0.

p(1+h) =

Etude au voisinage de +00 :
In(t) 1
o(t) = ) v -1
ta/t2 —1  tetl(Int)
On reconnait une intégrale de Bertrand qu’il faudrait étudier (cf cours). Donc ¢ est intégrable au
voisinage de 4o0.

Donc ¢ est intégrable sur |1, +ool.
Théoréme de dérivation :
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Ooh In(t
e Vt €]1, +o0], la fonction z — h(z,t) est de classe €' sur [a, +oof, et %(x,t) tﬂﬁig)l

e Vz € [a, 400, la fonction ¢t +— h(x,t) est intégrable sur |1, 400 (d’apres 1));

oh
la fonction ¢ — ——(z,t) est continue sur |1, +o0].

Ox
e Soit ¢ :|1,400[— Ry la fonction définie ci-dessus. ¢ est intégrable sur |1,+oo[ d’apres les
préliminaires, et

In(t) o In(t)
V2 =1 e/ -1

Donc, d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

Y(x,t) € [a, +oo[x]1, +o0], ‘gZ(x,t)‘ = = o(t)

fest 6" sue fa, ool et ) = [ Dy
es sur [a, 400 e x) = ———dt.
1 tTV/t2 — 1
Comme ce résultat est vrai pour tout a > 0, | f est €' sur U [a, +oo[= 1
a>0
In(t) ) . s . —
Comme ———=——= > 0 sur |1, +o00|, f' < 0 par croissance de l'intégrale, puis ‘ f décroissante sur I

/2 — 1
8) Soit x € I fixé.

t
v' 1t — ———— est continue sur |1, +oo[ et v : t — /2 — 1 en est une primitive.

ViE—1

1 1 L (z+1)
u:t— pras) est de classe C'" sur |1, +oo[ de dérivée u’ : t — — o2
t2—1 .
UXv:t— s est de limite nulle en 1 et en +o0.

Comme l'intégrale de gauche (f(x)) converge, le théoréeme d’intégration par partie s’écrit

+oo 2 -1 +o00 t2 -1
_ +oo _ vy - — -
f@) =t = [ @) d= ) [ ar
En cassant la fraction, comme toutes les intégrales existent, on a alors

f(@) = (x+1) (f(z) - f(z+2)

On en déduit que

flz+2) = f(z)

r+1

9) On exprime les premiers termes de f(2p) sans effectuer les calculs, puis on conjecture une formule, que l’on
simplifie, et finalement au propre on se contente de la montrer par récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

20 ((p — 1)!)?

HP : f(2p) = (2p _ 1)'

est vraie pour tout p > 1.
e H; : est vraie car f(2) =1 d’apres 4.
e H, = Hp4+1 : Supposons H, vraie.
Fep+2) = 52 f(2p) (question )
= estio
D o9+ 1 D question
22 2 22(p—1) — 1) 2
o (0~ 1)) )
Cp+1)(2p)  (2p-1)
2% (p!)?
(2p+1)!

Donc Hpy1 est vraie.
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10)

11)

12)

13)

200 ((p— 1)))?

e Conclusion : |Vp > 1 2p —1)!

Comme, d’apres la question 8,

Ve>0, le+1l)=(@+fle+1)flx+2)= (x+1)f(m+1)xi+1f(x) = o(z)

‘ La fonction ¢ est périodique de période 1. ‘

De plus p(1) =1 x f(1)f(2) = g d’apres les questions 3 et 4. Par conséquent,

% m
vn € N, p(n) = ol1) = 5

Par définition de ¢, p(x) = xf(x)f(x + 1) et f est continue sur R’} d’apres la question 7. Donc ¢ est

continue sur RY et en particulier en 1 :

lim p(z+1) =¢(1) =

z—0t

oS

T
Donc par 1-périodicité de ¢, lim (z) = =, ce qui s’écrit aussi
z—0t 2

p(r) =af(z+1)f(z)

[N

)
™ N
Or f(z+ l)raff(l) =3 d’ou

f(z)

ISER

~
0

D’apres 10, pour tout n € N*, p(n) =nf(n)f(n+1) = g Donc | f(n)f(n+1) = % )

Comme f est décroissante et positive, pour tout n > 2,

F)f(n+1) < (f(n)Sf(n—1)f(n)

En remplagant, il vient

Puis
n

2n
1< = f(n)?*<
7rf<n) n—1 no+4oo

2n
Donc par encadrement, lim —f(n)2 = 1, puis, toujours comme f > 0,

n—+oo T
T
f(n) nres \/ mn

neN*

C’est encore une fois la preuve du théoréme de comparaison série/intégrale qui nous montre la voie

passer d’une limite sur N a une limite sur R grace a la décroissance de f.

Pour tout z > 1, comme f est décroissante, avec n = |z,

fn+1) < f(z) < f(n)

Puis 5 5 5
Zfn+1) <y = f@) </ = f )

s

2l faut
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2(n+1)

Or %f(n)w 2?nf(n)wl, et de méme \/?f(n—i—l)w f(n+1)~1.

2
Donc, par encadrement, lim 4/ i flx)=1,et
T

T—+00
s
f(z) etoo\ 2p

14) Cette question peut se faire sans avoir traité les précédentes : on se contente d’admettre les résultats

en 01 prés.

a la limite

1
D’apres 6, f est décroissante. D’apres 11, liI_Elf = lim — = 4o00. D’apres 13, limf = 0. D’ou le
0 o'}

z—0t T
tableau de variation suivant : f(z)

x 0 +o00

400

f \

T
f(l):§"
f2) =1+
ol 1 2 3 4 =

15) L’équivalent de f en 400 obtenu a la question 13 nous donne celui de ¢ :

o(z) = of(@)f(@ +1) ~ \/Z \/E -z

Donc lim ¢(z) = - (limite sur les réels). Or ¢ est 1-périodique, donc ¢ est constante :

T
T—-400 2

Vo >0 o) = lim pr+n)=—

n—-+0o0o

2| 3

La fonction ¢ est constante sur RT*

Exercice 2 (CCP PC 2014)

Partie 1 (Etude d'un opérateur)

1) Montrons que F # () : La fonction f = 0 est continue et 2m-périodique donc f € F : E # ().
Montrons que F est stable par combinaison linéaire :

Soit A € Ret (f,g) € E?. La fonction Af 4 g est continue sur R car €°(R, R) est un R-espace vectoriel.

Ve R A+ 9)(x+2m) = A\f(x +27) + g(x + 27)
= (Af +9)(=)

Donc Af +g€ E.
Conclusion :
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E est un sous-espace vectoriel de €°(R,R)

2) a) On peut aussi faire une étude de fonction, en restreignant le domaine d’étude a [—m, 7| par 2m-périodicité
de pp, puis [0, 7] par parité et faire un tableau de variation.
Soit n € N* fixé.
YVt e R, |pp(t)] <"

Donc en passant a la borne supérieure, ||pn|co,
[Pnlloc <7
Or Z r" converge car 0 < r < 1 (série géométrique).

Donc, par majoration, E ||pn|lco converge. En conclusion,

La série E Pr converge normalement sur R

b) Soit t € R. Comme cosu = R(e'), calculons : soit N € N*,

N _iNt
Z e int _ 'Lt 1—r"e
1—rett

N JiNt

Comme lim r"e""" =0,
N—~+oc0
it
Z Tn mt re
— reit
re“(l —re~ i)
(1 —ret)(1 —reit)
rett — 2
1 — reit — pe—it 4 42
reft — r2
1 —2rcos(t) + r?
Ainsi,

P()—1—|—2§R<Zr” “”)

n=1
2r cos(t) — 2r?
1 —2rcos(t) + 12
1 — 2rcos(t) + r? + 2r cos(t) — 2r?
1 —2rcos(t) + r?

=1+

Conclusion,

1—r2

P(t) = r2 —2rcos(t) + 1

3) Montrons que u est linéaire : Soit A\ € R et (f,g) € E?,

1 ™
Ve € R, u(Af +g)() = 27/ P(a — t)(\f +9)(t) dt
=5 / Pz —t)f(t)dt+ 7/ P(x —t)g(t) dt (linéarité de l'intégrale)

= u(f)(@) + ulg)(x)

Donc u(Af + g) = Au(f) +u(g) : u est linéaire.
Montrons que u : F — F : Soit f € F.




e Montrons que u(f) est 2w-périodique :

Vr e R, u(f)(z+2m) = %/_W Pla+ 27 — 0)f(t) dt
1 ™

= — (x —t)f(t)dt Car P est 2m-périodique
2m J_x

= u(f)(z)

Donc u(f) est 2mw-périodique.

e Montrons que u(f) est continue : appliquons le théoréme de continuité sous le signe somme.
Recherche d'une fonction ¢ :

La fonction |P| est continue sur le segment [0, 27], donc bornée et atteint ses bornes : sup |P|
[0,27]

existe. De plus, | P| est 2m-périodique, donc {|P(t)| / t € R} = {|P(t)| / t € [0,27]}. Donc sup |P|
R

existe et vaut sup |P)|.
[0,27]

Notons ¢ : [—m,m] — R4 définie par ¢(t) = |f(t)|sup|P|. Cette fonction est continue sur le
R

segment [—7, 7] donc intégrable sur ce segment.
Théoreme :
o Pour tout t € [—m,x], la fonction x — P(x — t)f(t) est continue sur R car P est.

o Pour tout z € R, la fonction ¢ — P(z — t)f(t) est continue par morceaux sur [—m, 7| car P
et f sont continues sur R.

o La fonction ¢ est intégrable sur le segment [—m, 7] d’apres ci-dessus et
V(z,t) eR X [-m,w]  |P(z—1)f(t)] < If(t)!S%p [P = o(t)
(1l est fondamental que ¢ ne dépende pas de x. C’est le ceur du théoréme.)
Donc, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme,
La fonction u(f) est définie et continue sur R.

Ainsi, u(f) € E.

Conclusion : u : E — F linéaire, donc

‘u est un endomorphisme de E

a) Soit A € R, (f,g) € E2.

ez, a+g) =5 [ Of+gme

1 (7 ,
_ / M () + g(t)e~™ dt
21 J_x
= Aen(f) + enl9) Par linéarité de l'intégrale.
Donc p(Af +9) = Ap(f) + #(9)-

’ © est une application linéaire
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b) Soit f € E, que I'on suppose de plus de classe ¢*. Soit n € N*. Effectuons une intégration par
partie :

anlf) =5 [ e ar

2 J_n

1 e—int ™ T e—int
=— ¢ - ‘(¢ de

2 ([f()—m]_ﬁ /_Wf()—in )

1 —inm inm T / —int . P

= 3 f(m)e — f(=m)e —/ fi(t)e dt Par 2m-périodicité

—2inm o

=0

On vérifie ses primitive, on vérifie le dénominateur dés qu’il y a une barre de fraction.

Donc ) - M
< — ")) dt = —
N < g [ 1701 =
Finalement, par encadrement,
i ) =0

Ezercice 9 de la feuille d’intégration, théoréme de Riemann-Lebesgue.

c) Soit k € N* et n € Z.

o(f)n = cn(f)

vy
= — cos(kt)e " dt
o | (kt)
ik —ik
:i ﬂeZt—i_elte—intdt
2 J_x 2

_ L ( / Gilk=n)t gy 4 / itk dt)
471' —TT —T

™ ipt]™
/ ePtdt = [e' ] =0
- ip |

Or, pour p € Z*,

Et pour p =0, / et dt = 2.
-7

27

Vous avez déja rencontré ce calcul dans la question de cours / s dt=m.
Jo 2—¢e”
Ainsi,
1
Pour n ¢ {~k,k}, ea(f) =0, et ci(f) = ci(f) = 5

5) a) Soit (z,t) € R et n € N.

cos(n(x —t)) = cos(nz) cos(nt) + sin(nzx) sin(nt)

1 T

o ),

—T

“+o0o
b) Vous voulez écrire u(f)(x) P(xz—t) f(t)dt sous forme de somme de série. Or P(t) = 1+2 Z pn(t)

n=1
s’écrit comme la somme d’une série. Donc vous avez besoin de deuzr choses : intervertir les limites, et

vérifier que remplacer P(x —t) par la somme donne bien le résultat attendu.
Soit x € R.
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1 /7 1
e Montrons que 2—/ pn(z —1)f(t)dt = ign(x) : Soit n € N*.
T J—7

o= [ oale - 0)f(0)
= % /j r" cos(n(x —t))f(t) dt

_ /_7r [ cos(nz) cos(nt) + sin(nz) sin(nt)] f(¢) dt d’apres

=" { ;rlﬁ/ﬂ cos(nt) f(t) dt) cos(nx) + (2177 /7r sin(nt) f(t) dt) sin(nx)} linéarité

—Tr

e Montrons que t — Z pn(x —t) f(t) converge normalement sur [—m, 7] :
n

Posons f,,(t) = pn(z —t) f(t), pour tout ¢t € [—m,7].
Comme la fonction f est continue sur le segment [—, 7], elle est bornée (et atteint ses bornes)
sur ce segment : || f||oo existe. Ainsi,

vte[-mml,  [fu(O)] = [pnle =) F O] <[l
Donc || fnlloo < 7" flloo- Or Zr" converge (série géométrique, 0 < r < 1).
Donc, par majoration, Z || frlloo converge :

La série g fn converge normalement sur [—7, 7]

e Théoreme d’intégration terme & terme :

o Pour tout n € N*, f,, est continue sur [—m, 7] ;

o La série E fn converge normalement donc uniformément sur [—7, 7] ;
n

s
Donc, d’apres le théoreme d’intégration terme a terme, Z / fn(t) dt converge et
n —T

| +ffn at = Z / falt)
e Conclusion :

s too
g(z) = 1/ (1 +2 an(x - t)) f(t)de Par définition de P

21 Jr n=1

m 100

=5 / f(t dt+—/ an(x—t)f(t)dt

=1

m T
v Enoa
=1
1 +°°
= go(x) + / fn(t) D’apres le troisiéme point ci-dessus

= go(z) + Z gn(z D’apres le premier point ci-dessus

Ainsi,

Ve e R, g(x)= Z gn(z)
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c) Soit f € E. Par 2n-périodicité, {f(z) | x € R} = {f(x) | z € [-7, 7]}
Or f est continue sur le segment [—7, 7], donc bornée (et atteint ses bornes) sur ce segment.
Ainsi, {f(z) | x € R} est bornée :

’ Toute fonction appartenant a F est bornée ‘

On a déja fait ce raisonnement au 3.

d) La fonction P est &' sur R comme somme de fonctions €', et P’ est continue 27-périodique sur
R donc bornée d’apres [5c|: || Pl = sup |P’| existe.
R

1
Posons ¢(t) = 2—||P’Hoof(t) pour tout ¢ € [—m, 7]. Elle est continue sur le segment [—, 7| donc
7r
intégrable (I'intégrale n’est pas généralisée).
1
e Vt € [—m, 7], la fonction x — h(x,t) = 2—P(m —t)f(t) est de classe €' sur R, car P est.
77

e Vx € R, la fonction t — h(z,t) est intégrable sur [—m, 7] (intégrale sur un segment) ;

1
la fonction ¢ +— Q—P'(:J: —t)f(t) est continue donc continue par morceaux sur [—, 7).
™

e Soit ¢ : [—m, ] — Ry définie ci-dessus, intégrable sur [—m, 7| (segment),
1 1
V(z.t) eRx [=ma],  [h(e,t)] = o |P'(z = ) ()] < o I1Pllool f()] = (1)

Donc, d’apres le théoreme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

+m
gest €' sur R et ¢'(z) = o Pz —t)f(t)dt
™ J—m

Nous venons de montrer que Im u C E N ¢(R,R). Or il existe des fonctions continues 27-
périodique qui ne sont pas €' (par exemple |sin|).
DoncIm u ¢ E :

’ u n’est pas surjectif ‘

+o0
e) Soit p € Z. D’apres 5)b), pour tout z € [—7, 7|, g(z) = Z gn(x). Ainsi,
n=0

1 »
) =5 [ 3 gnltje e
T =0

Montrons la convergence uniforme sur [—m, 7] de la série Z fn, avec fn(t) = gn(t)e P! pour
appliquer le théoreme d’intégration terme & terme : Soit n € N* fixé. Pour tout x € [—m, 7],

—ipT

< 7" (lan] + [bal)

| fn(z)| = r"|ay, cos(nx) + by, sin(nz)| ‘e

1 ™ 1 ™
Or, |an| = W‘/ F(t) cos (nt)dt| et, de méme, [by| :W‘/ f(t)sin(nt)dt‘

1 /7 1 /7
< —/ |f(t) cos(nt)| dt < */ |f(t)] dt
)7 T J—7
1 ™
< =
< [ ol a
o 2rt 7
Ainsi, ) < 25 [T 150 dt = Mem
T J—m
Puis,
[frlloe < Mr™

10
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Or Zr" converge (série géométrique, 0 < r < 1). Donc, par majoration, Z | fnlloo aussi : Z In
converge normalement, donc uniformément, sur [—, 7].

De plus, pour tout n € N, f,, est continue sur [—, 7].

Donc, d’apres le théoreme d’intégration terme a terme,

1 T “+00 - 1 —+o00 T -
al9)= 5= [ Lo at= -3 [ gue " at
n=0 n=0""

Calcul de la somme : Pour n = 0,

/ go(t)e Pt dt = co(f)/ e~ Pt dt =0 sip#0
= 2meo(f) sip=20

Pour n > 1,

—T

ﬁ ) ™ ) - .
/ gn(t)e™ " dt = r"an/ cos(nt)e™ """ dt + r"bn/ sin(nt)e " dt
s

De plus, d’apres 4c, / cos(nt)e” Pt dt = 7 si [p| = n, et 0 sinon.
—T
™

De méme, / sin(nt)e_ipt dt = —im si p=n, im si p = —n et 0 sinon. En remplagant,

—Tr

Sinzlpl [ gty ar =0

™ .
Sin=p / gn(t)e Pt dt = r"a,m — r™ib,m
™

= 271" ey (f) Car cos(nt) — isin(nt) = e~
™ .
Sin=-p / gn(t)e Pt dt = r"a,m + r™ib,w
—T

=2nmr"c_n(f) Car cos(nt) + isin(nt) = ™ = ¢~

+oo ]
Finalement, la somme Z / gn(t)e”"P" dt ne contient que le terme n = |p|, et vaut
n=0"""T

+oo T )
Yo gn(e ™ dt = 2mrlPle,(f)
n=0"""T

Conclusion :

cplg) = rP'ey(f)

6) a) Soit f € E non nulle et A € R tels que u(f) = Af.
En appliquant ¢ définie a la question 4, o(u(f)) = A\p(f), c’est-a-dire

Vp € Z, cp(u(f)) = Aep(f)

Or, d’apres ol nous avions noté g = u(f),

Vp € Z, ep(u(f)) = rPle,(f)

Ainsi, en soustrayant,

Vp € Z, (r‘p| —Nep(f) =0

SiA¢ {r" | n e N}, alors Vp € Z, ¢,(f) = 0. D’apres le résultat donné par ’énoncé, f = 0, ce
qui est absurde. Par conséquent, A € {r" | n € N} :

{NeR | 3f € EA{0} u(f) =Af} Cc {r" | neN}

11
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b)

Montrons 'autre inclusion : Soit k& € N*, posons A = ¥, et f,(z) = cos(kx) pour tout = € R.

1
D’apres la question 4c, cyp(fi) = B et ¢p(fx) = 0 pour tout p ¢ {—k, k}.

+o00o
Calculons u(fy) : d’apres la question 5b, u(f) = Z gn- De plus,
n=0

VYn € N* an =cn(f) +c_n(f) et by = %(Cn(f) —cn(f))

Ainsi, pour fg, b, = 0 pour tout n € N*, a,, = 0 pour tout n # k, et ap = 1. Par conséquent,

Ve eR,  u(fr)(z)=g(z)

+oo
= gn(2) Question 5b
n=0
= rkay cos(kx) Tous les autres coefficients sont nuls
=" fu() ar =1 et fr(x) = cos(kx)

Comme fj, # 0, on a donc A = r* € {A ¢ R | 3f € E\{0}, u(f) = \f}.
Pour k =0, fo = 1 vérifie a,, = b, = 0 pour tout n € N* et co(fo) = 1. D’ott u(f) = f. On peut
aussi calculer directement w(f) en utilisant la convergence uniforme de la série définissant P (question

2a).

{r"|neN}c{AeR|3f € E\{0}, u(f)=\f}

Conclusion : par double inclusion,

[{AeR[3f € E\{0}, u(f) = Af} = {r" | n e N}|

Nous allons voir d’ici peu que u injectif équivaut a 0 n’est pas valeur propre de u : simple changement de

formulation.

Si u n’est pas injectif, alors il existe f # 0 tel que u(f) = 0f. Or 0 ¢ {r" | n € N}. Donc c’est
absurde. Conclusion :

L’endomorphisme u : £ — F est injectif ‘

Partie 2 (Produit de convolution, opérateurs associés)

1) C’est une généralisation de la question 3 de la partie 1.

12

e Montrons que h est 27w-périodique :

1 s
Ve €R, h(z +27) = 27/ Flx + 27 — t)g(t) di
T J—m

1 ™
= 2*/ flz—1t)g(t)dt Car f est 2m-périodique
T J—7

= h(x)

Donc h est 2m-périodique.
Montrons que h est continue : appliquons le théoréme de continuité sous le signe somme.
Recherche d’une fonction ¢ :

La fonction |f| est continue sur le segment [0,27], donc bornée et atteint ses bornes : sup |f|
[0,27]
existe. De plus, |f] est 2m-périodique, donc sup | f| existe et vaut sup |f].
0,27]

Notons ¢ : [—m,m] — Ry définie par ¢(t) = |g(t)|sup|f|. Cette fonction est continue sur le
R

segment [—7, ] donc intégrable sur ce segment.

Théoréme :
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o Pour tout t € [—m, x|, la fonction x — f(x — t)g(t) est continue sur R car f l'est.

o Pour tout x € R, la fonction t — f(z —t)g(t) est continue par morceaux sur [—m, 7| car f et
g sont continues sur R.

o La fonction ¢ est intégrable sur le segment [—m, 7] d’apres ci-dessus et

V@, t) eRx[=m ] [f(z =)@ < lg@)sup |f] = #(?)

Donc, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme,

La fonction h est définie et continue sur R.

2) a) Soit x € R fixé. On effectue le changement de variables u =z — ¢ : {

— 5 | #a-ngte)ar

= [ fwgla — ) du

Conclusion :

t=mM—u=x—m

t=—TmT—u=x+m

2m T+T
- ””f<u>g<x — ) du
/ fw)g(x —u) du Par périodicité de u — f(u)g(x — u)
=g* [(z)

Conclusion :

V(f,9) €ECsr fxg=gxf

b) Soit € € Car, de classe ", telle que pour tout f € Cor, on ait : fxe = f. Alors, d’aprés I’énoncé,
Vn € Z, en(fxe) =cn(fen(e) = en(f)

En prenant par exemple f = f pour k € N, on prouve donc que ¢, (g) = 1 pour tout n € N*.
Or d’apres la question 4b de la partie 1, liI_’I_l cn(g) = 0. Ce qui est absurde.
n—-+0o0

Il ne peut pas exister € € Cor, de classe €, telle que pour tout f € Cor, on ait : fxe = f.

3) a) Montrons que © est linéaire : Soit A € C et (f,g) € C3.,

v eR, OO\ +g)a i = [ ue— 00 +g)0)
=5 / Y(x —t)f(t) dt + % P(x —1t)g(t) dt (linéarité de l'intégrale)
= A0(f)(z) + ©(g)()

Donc O(Af 4 g) = AO(f) + O(g) : O est linéaire.
Montrons que O : Cor — Car : Soit f € Car. D’apres la question 1, O(f) € Cor.

Conclusion :

0 € Z(Car)

13
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b) Soit n € Z,

’Cn ’/ w 7’Lnt dt‘

<5 / @b(t)e_mt‘ dt

1

<7/ (8] dt Car e
2T

1

<o ) WHoodt Car Vi, |¢(1)] <[4l

< ||¢||oo

0

=1

Conclusion :

Sy = {cn(¥),n € Z} est borné et sup |c,(¢)] < [|9]|oo
nez

c) Soit f € Cor et x € R.

1

0@ < 5 [ o - vl1s@)] at

S on ) Wl £ dt

Conclusion :

¥ € Con Vo e R 100N < o [ 170 dtlie

On integre :

100l = z - [ et ds
Py / ()] dt||]|oo D’aprés ci-dessus

En conclusion,

V€ Cors IO < £ 11l |

d) On procede comme a la question 6a de la partie 1 :
Montrons que {A € R | 3f € E\{0} O(f) = Af} C Sy :
Soit A € C et f € Cor tels que f # 0 et O(f) = Af. Comme O(f) = * f,

Vn € Z, cn(O(f)) = en(¥)en(f) = Aen(f)

Or f # 0 et ¢ injective : il existe n € Z tel que ¢, (f).
Pour ce n € Z, A = ¢, (), donc

{AeR | 3F € E\{0} O(f) = Af} C Sy

Montrons que Sy, C {A € R | 3f € E\{0} O(f) = Af}:
Soit k € Z et A = ¢4 (v). Posons fi(z) = €** pour tout z € R. Ainsi,

O(fi)(x) = fi * () D’apres la question 2a
_ L / P(t)e*@0 qt
T™J—m

2
_ (;ﬁ / 7; (t)e ikt dt> ks

= (V) fu(2)

14
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15

Done, O(fx) = cx(1) fi et fi # 0. Ainsi,

Sy C INER | 3f € E\{0} O(f) = Af)

Sy est exactement I’ensemble des A € C tels qu’il existe f # 0 dans Cor, vérifiant ©(f) = \f

On remarque que tout est plus simple sur C. L’intégration est rapide et il n’est pas nécessaire de distinguer

le cas k = 0.

e) O est injective si et seulement si 0 ¢ Sy, c’est-a-dire que pour tout n € Z, c,(¢) # 0.

FIN DE L’EPREUVE



