Lycée St Joseph Mardi 6 novembre 2018
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 4

Correction

Exercice 1 (E3A 2016 MP)

1)

2)

1
Soit > 0. La fonction f : ¢ +— 1T P2 est continue donc continue par morceaux [0, +0o0[.
x
, 11
Etud cf20et f(H) ~ —5—.
ude en +00 : f et f(t) 220

+oo ]
Or / o) dt converge (Riemann, & =2 > 1). Donc
1

o0 1
L’intégrale /0 Tr 02 dt converge absolument donc converge

Valeur : La fonction ¢ : t — 2zt est €', strictement croissante (z > 0) et bijective de [0, +oo[ dans

lui-méme.
+00 1

Comme / 15 a2 dt converge d’apres ci-dessus, le théoreme de changement de variable donne
0 x

la convergence du membre de droite et

+oo 1 1 +oo 1
/ _ g=t / 1 du
0 1+ 4¢222 2z Jo 1+ u?

1
= %[Arc‘can u) §

s

4z

+o0 1 T
/ o a=T
0 1+ 44222 4z

1 1
On pouvait aussi directement primitiver a5 N o Arctan (2xt)
1 + (22t)= 2x )

Conclusion :

Convergence simple de Z fn:

Pour z =0, f,(0) = 1 pour tout n et Z fn(0) diverge grossiérement.

11
Pour z # 0, fn(x) ~ o

converge absolument donc converge.

1
Or Z 2 converge (Riemann, o = 2 > 1), donc, par équivalence, Z fn(zx)

Conclusion :

La série Z fn converge simplement sur R* et diverge en x =0

Domaine de définition de F' : D’apres ci-dessus, F' étant la somme de la série Z fn

F est définie sur R*
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Parité de F : Soit z € R*. Comme (—z)? = 22,

F — g —_— = _— — F
(=) nzzjl 1+ 4n2(—x)? nZ::l 1+ 4n222 ()

Conclusion :

3) a) Soit n € N*. f, est une fraction rationnelle définie sur R, donc €, et a fortiori €' sur [a, b].

8n2z

vreltl  fil) = gy ey

Comme 0<a<xz<b0< 8n2r < 8n’bet 1+ 4n%z? > 1+ 4n’a® > 0. Ainsi,

8n2z 8n2b

Vz € [a7 b] |f7/1(£17)’ = (1 —|—4’I’L2{L‘2)2 =~ (1 +4n2a2)2

)

8n?b 8bh 1 1
>

r ~ —. e — converge (Riemann).
1+ 4n2a2  16atn?’ n2 ge ( )

8n?b
Donc par équivalence Z ( "

. . . y
m converge, puis par majoration Z Il f7]loo converge.

Conclusion :

s . /
La série E f,, converge normalement sur [a, D]

b) Théoreéme de dérivation terme a terme :

e Vn € N*, f, est €' sur [a,b] d’aprés la question 3)a).

. Z fn converge simplement vers F sur [a,b] C R* d’apres la question 2).

. Z /1, converge normalement donc uniformément sur [a, b] d’apres la question 3)a).
Donc, d’aprés le théoreme de dérivation terme & terme, F est de classe €' sur [a, D] et

+o0 2
8n°x

Va € [a,b Fllz)=) - s—s
2,5} (z) Z (14 4n222)?

n=1

Ceci est vrai pour tout [a,b] C R’ . Donc F est &' sur U [a,b] = R, puis par parité sur R*.

0<a<d
Ainsi,
+oo
F est €' sur R* et F'(z) = Z f1(x) pour tout x € R*
n=1
4) C’est un cas typique de comparaison série/intégrale : u, a gauche et une intégrale entre n — 1 et n d droite. 1l
ne reste plus qu’d trouver le « f ».
1
Posons f(t) = T 1222 pour ¢ > 0. La fonction f est décroissante sur Ry donc sur [n — 1,n] :
T
Vie[n—1n], f(n) < f@) < fln—-1)
n n n
= f(n)= / f(n)dt < / ft)dt < f(n—1)dt = f(n—1) (croissance de I'intégrale)
n—1 n—1 n—1

L’inégalité de gauche nous donne
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5)

6)

7)

En sommant entre 0 et N € N* il vient
N N
1 n 1 N 1
— K ——dt = ——dt
nz::l 1 4 4n22 nz::1 /n_1 1+ 4¢2x2 /0 1+ 4¢222

Comme la série (question 2) et 'intégrale (question 1) convergent, on peut passer a la limite N — +o0 :

F@ﬁs{4+m !

——dt
1+ 4¢222

Soit x > 0. Dans ’encadrement précédent, utilisons la partie droite : pour n > 1,

[
n—1 14+4t222 7 T 14 4(n — 1)222
Donc en décalant les indices et en sommant entre 0 et N,
N+1 1 N n+1 1 N 1
——dt = ————dt < —_—
/0 1+ 4¢222 ngo/” 1+ 4¢222 ngo 1+ 4An2x2

En isolant n = 0 a droite et en faisant tendre N — 400 (de méme qu’en 4, tout converge)

+oo 1
/ —_dt-1< F(2)
0

1+ 4t2x2
D T A P ) det5 d donc Iencad
‘apres —— dt = —. Les questions 4 et 5 nous donnent donc ’encadrement :
P ’ /0 14 4¢2x2 4z 4
T T
Ve >0 — —1<F < —
v 4x (x) = 4
Etude en 07 : Soit z > 0. Comme 41 > 0,
T
4 F
ot F@)
& iz
. < - T dx )
Ainsi, en passant a la limite quand + — 0", lim 1 — — = lim 1 = 1, donc par encadrement,
z—0t s z—0+
F(x
lim Sr ) existe et est égale a 1.
z—0t 1z
Conclusion :
T
F(x) ~ —
(z) o+ 4x

Etude en +oc : Pour tout n > 1, fn = 0 donc en sommant F' > 0. Ainsi 'encadrement s’écrit aussi

T
S F(z) < —
0 (z) %y

Puis en passant a la limite lorsque x — 400, par encadrement,

lim F(z)=0
T—+00
RS 8n’x
D’aprés 3)b), Vo > 0, F'(z) = — Z m < 0. Donc F est décroissante sur R’ . On complete
n=1

par parité.
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8)

x —00 0 +o0
F'(x) + -
400 | 400
0 0

On pouwvait aussi déterminer les variations directement : chaque f, est décroissante, donc 0 < x < y entraine

fu(x) = fuly) puis on somme sur n.

p
1 |import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

[\]

4 |ma_fig = plt.figure )

7| def f(x, n):
8 return 1/(1+4*xn**x2%xx*x*x2)

11 |def F(x, N=10):
12 return sum([f(x, n) for n in
range (1, N)1)

14 |Fv = np.vectorize (F)

16 |x = np.linspace (xmin, xmax)
17y = Fv(x)
18 | plt.plot(x, y)
0 19 kma_fig.savefig( )
a) Courbe de la fonction fn.
(®) ; (b) Code python

FIGURE 1 — Tracé

Soit z > 0 fixé.

int
La fonction f : t — % est définie et continue (donc continue par morceaux) sur |0, +o0].
e —_—
Etude en 0 : f(t) Lo pone f(t) = !
ude en 0 : 507 = o5 Donc lim = oz

1
Ainsi f est prolongeable par continuité en 0, et par conséquent I'intégrale / f(t) dt converge.
0

Etude en +00 :
1 1 ot
FOIS g ~ =

“+oo
D’apres le critére des exponentielles, / e 2wt ¢ converge (S = 2x > 0), donc par équivalence

+o0 1 . 0
A €2m€7_1 dt¢ aussi.

+oo
Ainsi, par majoration, / f(t) dt est absolument convergente donc convergente.
1

—+00
Conclusion : / f(t) dt converge, et ce pour tout x > 0, c’est-a-dire
0
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9)

10)

11)

La fonction G est définie sur RY

Soit @ > 0. Montrons que G est continue sur [a, +00[.

Posons ¢ : t +— définie et continue sur |0, +oo[, & valeurs dans R .

t
e2at _ 1’
La fonction ¢ est intégrable sur |0, 4oc[ : prolongeable par continuité en 0 et équivalente a te 2%t
donc ¢(t) = o(1/t?) en +oo (& détailler sur la copie).
sint

Théoreme de continuité sous le signe somme : Soit I =|0,4+o00[, D = [a,+o0] et h(z,t) = ot 1
6 —_—

définie sur D x I.

e Vt € I, la fonction x +— h(x,t) est continue sur D car exp est.

e Vz € D, la fonction t — h(x,t) est continue par morceaux sur I.

t
e La fonction ¢ : I — Ry définie ci-dessus par p(t) = 5—
6 J—

1 est intégrable sur [ et

| sin ¢| t
e2xt _q ~ e2xt _ = Q‘O(t)

V(z,t) € DxI,  |h(z,t)] =

Car |sint| < [t] sur R.
Donc, d’apres le théoreme de continuité sous le signe somme, GG est définie et continue sur D.
Or ce résultat est vrai pour tout a > 0, donc

G est continue sur | J[a, +oo[= R,
a>0

Convergence : La fonction f: ¢+ sin(t)e_at est continue donc continue par morceaux sur [0, +0o0l.
Etude en 400 : pour tout t > 0, | f(t)| < e .

+o0
Or / e~ dt converge (critére des exponentielles, a > 0). Donc, par majoration,
0

‘ 1, converge absolument donc converge ‘

+oo |
Calcul : De méme, / ele™ dt converge, et, comme —a + i # 0,
0

+o0 . (—ati)t] T -
/ e(—a—i—z)t dt — [€‘| _ 1 _ o+ 1
0

—a+i —a+i a?+1
+oo |
Oorl, =S (/ elte=ot dt), donc
0

1
1+ a?

a —

On peut éventuellement s’épargner l’étude de la convergence per se en effectuant le calcul jusqu’a X > 0 puis
en constatant que la limite quand X — 400 existe.

Soient ¢ > 0 et > 0. Comme ¢ = e 2*! €] — 1,1], la série géométrique s’écrit
+ —2xt
f (e7201)" = 2o Z (e721)" = € R
1 — g2zt~ Q2zt _

n=1
Question de cours de début d’année, mais sans le passage avec des complexes : encore plus simple. Donc vous
l’avez reconnue !

En multipliant par sint il vient

sin t X : 2naxt
w1 Z sin(t)e
€ n=1
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12) Au brouillon : on cherche a faire apparaitre F ou G. Ici, G vous tend les bras : il suffit d’intégrer entre 0 et
oo o<
+o0 selon t. Dans le membre de gauche il y a - on va forcément intervertir. Et comme on intégre

n=1

jusqu’en 400, il ne reste qu’un seul théoréme : la question est quasiment résolue. Au moment de la rédaction au
propre, on met dans ’ordre, cf cours.

Soit x > 0 fixé.
+oo

Préliminaires : Pour tout n > 1, posons u, = / |sint|e 2"t dt (> 0).
0

Par majoration et critere des exponentielles, I'intégrale u,, converge.

+oo
Par croissance comparée, 1121 t3e72m = 0, donc te 2" = o(1/t%). Or / t—th converge (Riemann,
00 1

—+o00
a =2 > 1), donc par comparaison / te=2"*t d¢ converge.
0

De plus, pour tout ¢ € [0, +oo], |sint| < ¢. Ainsi,

—+oco
Uy < / te=2net 4t
0

—2nxt

Or, comme par croissance comparée lim t = 0, le théoreme d’intégration par parties nous

t—+oo —2nx
donne la convergence des intégrales et I’égalité

+00 e—2n;tt Foo 1 +oo
0 —2nzx 0 2nx Jo

1 —onzt] T

2nx | —2nx 0

1
 4n222
Ainsi la majoration précédente s’écrit
1
Up < ———=
" 4a2n?

1 . o
Donc, comme Z — converge (Riemann « = 2 > 1), par majoration Z Uy converge.
n

—2nat

Théoreme d’intégration terme a terme : Soit f, : ¢ — sin(t)e pour tout n > 1 et tout ¢ > 0.

e (fn) est une suite de fonctions continues donc continues par morceaux et intégrable sur ]0, +o00],
d’apres ci-dessus.
. sint . . .
° Z fn converge simplement vers f : t — porrs gl U est continue donc continue par morceaux,
d’apres la question 11.

+o0o
e La série Z Up, OU Uy = / | fn(t)| dt, converge d’apres ci-dessus.
0

Donc, d’apres le théoréme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur ]0, +o00[ (ce que I'on savait
depuis la question 8) et

+oo gint ont
/0 oY dt = Z/ sin(t dt

+o0
Or d’apres la question 10 avec o = 2nz, / sin(t)e™ 2@t dt = . Par conséquent,
0

1+ 4n222

F =G sur R,
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Exercice 2 (INP 2018 PC) 1) Soit n € N. Un module se calcule au carré, puis on prend la racine.
Vo € [—7, 7] [Un (0)]? = 2™ (cos® 6 4 sin® O cos® u)™ < 2" (cos? @ + sin? §)" = ¢*"
Par conséquent, V0 € [—m, 7], |vn,(6)] < |t|", et en passant au sup pour 6 € [—7, 7],
[onloo < 2]

Or, comme |t| < 1, la série géométrique Z |t|"™ converge. Donc, par majoration, Z |lvnlleo converge.
Conclusion :

E v, converge normalement sur [—, 7]

2) On vous demande de déterminer la somme d’une série, sans plus d’indication : elle donc ... soit géométrique,
soit télescopiquie
Soit t €] — 1,1] et u € [—m, 7| fixés. Zvn converge normalement donc simplement sur [—m, 7.
Soit ¢ = t(cosf +isinf cosu). Comme |g| < |t| < 1 d’apres ci-dessus, on a

“+o00 “+00 1

S(u) = Zvn(u) = Z " =

n—0 n—0 -4

"1 — t(cos @ + isin O cosu)

De plus u +— cosu est paire, donc finalement, pour tout v € [—m, 7],

1
S = t S est pai
(u) 1 —t(cosf +isinf cosu) ¢

3) Théoréme d’intégration terme a terme :

e Pour tout n € N, v, est continue sur [—7, 7] ;

o E v, converge normalement donc uniformément vers S sur [—m, 7] d’apres la question 1.

v
Alors, d’aprés le théoreme d’intégration terme a terme, la série Z / v (u) du converge et
—T

/Wiovn du—Z/ vp(u

Par conséquent,

+oo +oo 1 T
S wa(0)" =3 %/_W (1) du
n=0 n=0
T Foo
=5 / Z vp(u) du Par intégration terme a terme
T
/ du
T a1 t(cosf + isinf cosu)
Conclusion :

400 1 s du
vt _171 ’ 0{;":7/
€] [ nz::own( ) 27 J_r 1 —tcos@ — itsinf cosu

4) Effectuons le changement de variable v = m — w (¢’est un intégrale sur un segment, pas besoin de prendre
des gants et un théoréme).
/” cosu_ L /0 cos(m — v) (—1) do
o l+a?cos?u » 1+ a?cos?(m —v)
- — COS v
1+ a2cos?v

™ cos U
———du=0
/0 14 a2?cos?u Y

dv

Conclusion :
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5)

6)

Posons u = Arctan v. La fonction Arctan est €', strictement croissante et bijective de [0, +o0[ vers
[0,7/2[. De plus
dv
72:1+tan2u:1+02 et du= 3
cos* U 1+

Donc, d’apres le théoreme de changement de variable, les deux intégrales sont de méme nature — donc

convergentes ici — et
/’2‘ du +0o0 1 dv
1+a2cos?u a?
0 + 0 T4

+o0 1
= [ e
1+ 02+ a?

1

/+OO Vita? dw
ﬁiﬁ ?
1+ (12=)
! [A ctan( Y ) +OO
= —— T —_—
V14 a? vV14+a?/]g
1 T

T Vita?2

Finalement,
/Tzr du . 1
0o l1+a%2cos?u 2 +1+a2
Préliminai (7—u) () tteR/ N Y L S
réliminaire : comme cos(m—u) = — cos(u) pour tout u —— du= —du
P ’ z 14 a2 cos?u o 1+a2cos?u
et .
™ 1 2 1
1 q :2/ 1 4
/0 1+ a2cos?2u Y o 1+ a?cos?u Y
Puis
/ u) du = 2 / S(u car S est paire d’apres 2
—T
1—tcosf +itsinfcosu
=2 d duit | tité j 6
/ 1—tcos 0)7 1 25in2 0 cos? U produit par la quantité conjuguée
& 1 2itsin 0 /“ cosu
= U du
1—tcos@ 0o 1+a?cos?u (1—tcosh)? Jo 1+ a?cos?u
‘ tsin @
avec g = |———
1—tcosf
2 T 2itsin 6
= X x 0 d’apres 1 t1 5et4
1 —tcosf m+ (1 —tcosh)? APTES 165 qUEstions o €
2 s
- 1—tcosf X 2
- tsin 6
1+(17i§050>
_ 2T
V1 —2tcosf + t2cos2 0 + t2sin? 0
Ainsi,
™ d 2
Viel-1,1[, Voe[0,n], / v - il
—x 1 —tcos@ —itsinfcosu /12 —2tcosh + 1
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Exercice 3 (d’apres INP 2014 MP)

Partie 1 (Convergence de séries par transformation d’Abel)

1) Soit n € N*, en posant B_1 =0,

Conclusion :

2) a)

n
Sn =Y ar(By — By_1)
k=0
n n
= apBy— Y _ arBi_1
k=0 k=0
n n—1
=> apBy— > ar+1By
k=0 k=—1
n—1 n—1
= Z arp By + anBp —agB_1 — Z ak+1 B
k=0 k=0
n—1
= » (ax —apy1)Br +anBy
k=0
n—1
Vn € N* S = Z(ak — ak+1)Bk + a, By,
k=0
C’est une intégration par partie dans les séries :
(By) joue le role d’une « primitive » de (by) ;
(apy1 — ar) celui d’une « dérivée » de (ax) ;
Le terme a, B,, est le crochet [uu}i’, ;
n—1 b
Le terme Z(('l/,. — agy1)By est Uintégrale f/ uv’ .
k=0 v
n
C’est une série télescopique : pour tout n > 0, Z(ak—ak—H) = agp—an+1. Comme liI_’I_l an+1 =0,
n—-+oo
k=0

b)

La série Z(ak — ap41) converge Vers ag
k>0

Soit M € R4 tel que Yn € N, |B,| < M.
Comme (a,) décroissante, ar — ag4+1 = 0 pour tout k > 0. Ainsi,
|(ak, — ak+1)Bi| < (ak — ak11) M

Done, comme Z(ak — agy1) converge d’aprés a), par majoration, Z(ak — ag+1)By converge
absolument donc converge.
De plus |a,By| < |ap|M —— 0, donc

n—+o0o

La série E anby, converge
n=0

Soit (u,) € RY. Le théoréme des séries alternées nous dit que si
o Vn e N, uptpt1 <0 (i.e. (up) est alternée);
e (|uy|) est décroissante,

o lim |u,|=0
n——+o0o
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Alors la série Zun converge.
Démonstration : Pour tout n € N posons a,, = |u,|. On a donc (a,) décroissante de limite nulle.
Quitte & considérer (—uy), on peut supposer u,, = (—1)"a, avec a, > 0 pour tout n € N.

Soit n > 0.
& I S e e
B, = Z(_l)k — ( ) — ( )
1+1 2
k=0
Donc (B),) est bornée (par 1).
D’apres 2)b), Z anbn, converge. C’est-a-dire Z Uy converge.

3) a) Comme 6 est un réel différent de 2km (k € Z), € # 1. On reconnait la somme des termes d’une
suite géométrique

Question de cours.

b) Soit b, = ™. D’aprés a),

- 1— et

1+
S |i072(e=i0/2 — ¢if/2))|
< 2
= |2sin(0/2)]

ei(n—&-l)é‘

Donc (B,,) bornée.

1 ; . ind
Sia>0, (—a) est décroissante de limite nulle, donc d’apres la question a, Z — converge.
n n
Conclusion :
ein@
e Sia<0, Z est grossierement divergente.
na
ein@
e Sia>0, Z o est convergente.

4) Soit n € N. Pour tout k € Z, sin(2knn) = 0 donc u,(2k7) = 0, et la série Z un (2k7) converge.
Si z est un réel différent de 2km (k € Z), on applique le 3bavec § =z et a =1/2>0:

ein:v
E est convergente
n

Vn

inx

N

Ce qui entraine, d’apres ’énoncé, que E Im ( ) converge. c’est-a-dire E un(x) converge.

Conclusion :

La série de fonction Z uy, converge simplement en tout point de R.
n=1

Partie 2 (Convergence uniforme de séries)
1) a) Comme (F},) est uniformément bornée
Vo € A, [Fo(x)| < M
Donc || F,||eo existe et est majorée par M. Ainsi,

YneN lanFrlloo = |an| [[Frlleo < |an|M ——— 0
n—-+4o0o

Donc

10
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b)

2) a)

b)

11

‘ La suite (a,F},) converge uniformément sur A ‘

Pour tout k£ € N, comme (a,,) décroissante,

I(ak = ars1) Frlloo < M(ar — art1)
De plus la série Z M (ay, — ag+1) converge : c’est une série télescopique et (a,) converge.

Done, par majoration, Z |(ar — ak+1)Fg|loo converge. Ainsi,

La série de fonctions Z(ak — ag+1)Fy converge normalement sur A
k>0

n
Pour n € N*, posons S,, = Z anfn-
k=0
Soit x € A fixé. D’apres 1.1, en posant b, = f,,(z) et en remarquant que B,, = F,(x),

n—1

(@) = 3 (ax — a41) () + anF(2)
k=1
D’apres la question b, Z(ak — agy1)F) converge normalement donc uniformément sur A.
D’apres la question a, la suite (a,F},) converge uniformément sur A.
Donc S,, converge uniformément sur A comme somme de suite uniformément convergentes :

La série de fonctions E an frn converge uniformément sur A

Soit z € R.

Conclusion :

Soit a €]0, 7[. Appliquons les résultats obtenus au 1)c). Posons
e A=/a,2m —al,
1
ﬁa
e VneN,Vz e A, fp(x) = sin(nx).
La suite (a,) est décroissante de limite nulle, il reste & monter que (F,) est uniformément bornée.
Soit v € A et n € N fixés.

e VneN, a, =

Fu) = Y @)
k=0
= Z sin(kx)
k=0

=TIm <Z e“”)
k=0

Or, en reprenant le calcul commencé au 1.3)a), comme z ¢ 277,

n 1— ei(n+1):p

Zeikx — W

k=0
ei(nt1)z/2 <e—i(n+1)az/2 _ ei(n—i—l)m/Z)

ciz/2 (e—i:c/Q _ em/2)

osin ((n+1)x/2)
sin (z/2)
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sin(nx/2) sin ((n + 1)z/2)
sin (z/2)
sur [a, 27 — a] est atteint en z = a et x = 27 — a, et vaut sin(a/2) > 0,

Donc F,(x) = . Par conséquent, comme le minimum de sin(z/2) > 0

1
Vz € AlF, < —=
€ AR G
. 1 . . . .
Par conséquent ||F}||co < ———= = M : la suite (F},) est uniformément bornée.
sin(a/2)

En appliquant le résultat du 2.1)c) a la série de terme général (ay, frn) = (un),

La série de fonctions E uy, converge uniformément sur [a, 27 — a]
n=1

n
c) Pour tout n € N, u,, est continue sur [a, 27 — a], donc U, = Z uy, aussi.
k=1
De plus (U,,) converge uniformément vers U sur [a, 2w — a] d’apres la question b.

Donc U = liT U, est continue sur [a, 27 — a]. En conclusion,
n—-+0oo

La fonction U est continue sur U [a, 27 — a] =]0, 27|

a€)0,n[

Exercice 4 (E3A 2017 PC)

1)

| |def divise(p, q):

2 return q % p == 0

2)/

| |import numpy as np

4 | def estpremier (p):

5 if pin [0, 1]:

6 return O

7 for a in range(2, int(np.sqrt(p))+1):
8 if divise(a, p):

9 return O

10 return 1

-

0 et 1 ne sont pas premiers : on retourne 0 dans ces deux cas. Et on commence a 2 les tests de
divisibilité.

Il n’est pas nécessaire de dépasser \/p : si p = a x b, forcément a ou b est inférieur a /p.

.
def phi(p):
res = 0
for n in range(2, p+1):
res += estpremier (n)
return res

w N =

(G2 SIS

8 | def phiBis(p):
9 return sun([estpremier(n) for n in range(2, p+1)1]1)

12 | def crible (p):

12
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13 """crible d’Eratosthene sans divise """
14 L = list(range (2, int(np.sqrt(p))+1))
15 #liste des potentiels nombres premiers dont il faut rayer les multiples
16 marque = np.array([Truel * (p+1))
17 #k premier <=> marque [k]
18 marque [:2] = False
19 for k in L:
20 if marquelk]:
21 marque [kx*x2::k] = False
22 return marque
25 | def phiTer (p):
26 marque = crible (p)
27 return len(marque[marque == Truel)

La fonction phiBis est identique & phi, mais avec une syntaxe différente. La complexité est plutot

p
mauvaise : deux boucles imbriquées, en premiere approximation Z Vn.
n=2

La troisiéme utilise le crible d’Eratosthéne, qui permet de gagner en complexité.

4) a) Soit (uy) et (v,) deux suites de réels non nuls.

13

. Un,
Uy ~ Uy < Ilim — =1
n—+00 Uy,

. , . n R P . , ,
b) Par croissance comparée, lim on — +00. Donc, d’apres 1’équivalent donnée par I’énoncé,
n—+oo INn

lim ¢(n) =+o00

n—+00

Or, si 'ensemble des nombres premiers & était fini, (¢(n)), devrait étre stationnaire a Card &
a partir d’un certain rang. Ce qui est absurde. Conclusion :

Le théoréeme des nombres premiers implique qu’il existe une infinité de nombres premiers

1l existe une démonstration élémentaire du caractére infini de &2 : supposons &2 fini, et posons

q= | | pl|+1
peP
Comme, pour tout p € &2, ¢ =1 mod p, q nest divisible par aucun nombre premier, donc aucun nombre

autre que 1 et lui-méme, donc est premier, ce qui est absurde.
4 1

c
I | def theta(n):
2 return abs(phi(n)*np.log(n)/n - 1)

5 |def test(epsilon):

6 N = 50

7 while (theta(N) > epsilon):

8 N += 1

9 return N

d); :

1 |import matplotlib.pyplot as plt

4 | x range (50, 5000)
y [theta (N) for N in x]

6|plt.plot(x, vy)

ot




