Lycée St Joseph Mardi 6 novembre 2018
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 4

Durée 4 h

N.B. : le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a
prendre.

Les calculatrices sont interdites

Exercice 1
Pour tout n € N*, on pose f, : R — R définie par

1
VreR  ful@) = e
On consideére les fonctions F' et G définies par :
400 3
1 +o°  gint
F = —_— t G :/ ——dt
) nz::l 1+4n22  © (=) o et —1

1) Pour un réel x > 0, justifier la convergence de l'intégrale :

+oo 1
/ S Y
0 1+ 44242

puis calculer la valeur de cette intégrale (on pourra utiliser le changement de variable u = 2zt).

2) Etudier la convergence simple de la série Z fn-
En déduire que F est définie sur R* et étudier la parité de F.

3) Soient a et b des réels vérifiant b > a > 0.
a) Soit n € N*. Vérifier que f,, est €' sur [a,b]. Montrer que la série Z /], converge normalement
sur [a,b].
b) Démontrer que F est de classe €' sur [a,b]. Que peut-on en déduire sur R* ?

4) Soit z > 0 fixé. Pour n € N* justifier I'inégalité :

1 </n LI
1+4n222 = )1 1+ 41222

+oo 1
F < ——dt
(2) /0 1+ 4¢222

puis établir que

5) Pour z > 0 démontrer de méme 'inégalité :

1 w1<r
—— _dt-1<
/0 1+ 4222 ()
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6) En déduire un équivalent de F(x) lorsque z — 07 et la limite de F(x) lorsque 2 — 4o0.
7) Etudier les variations de F' puis représenter graphiquement la fonction F sur R*.

8) Démontrer que G est définie sur R} .
9) Démontrer que G est continue sur RY .
10) Pour a € R, établir la convergence I'intégrale :
+oo
I, = / sin(t)e”* dt
0
et calculer sa valeur.
11) Démontrer que quels que soient t > 0 et z > 0 :
. +oo
sint
e = > sin(t)e”2net
esrt — 1 —
n=1
12) En déduire une relation entre F' et G (on justifiera la réponse).
Exercice 2
Pour 6 € [0, 7] et n € N, on pose :
1 ™
wy () = — / (cos@ +1sinf cosu)™ du
2 J_»
1) Soit t € ]=1,1[. Pour n € N, on considére la fonction v, de [—m, 7] dans C définie par :
vp(u) =t" (cosf +1isinf cosu)”
Montrer que Z v, converge normalement sur [—m, 7.
+oo
2) Pour tout u € [—m, 7], déterminer la somme S(u) = Z vn(u) de cette série. Quelle est la parité de S'7
n=0
= 1 7 du
3) Justifier I'égalité : Vt € |—1,1 wp(0)t" = — / :
) & -1, an:%) n(0) o2r J_r 1 —tcos —itsinfcosu
Dans les deux questions suivantes, a désigne un réel strictement positif.
g Ccos U
4) Montrer que —————du=0.
) 4 o 14+ a? cos?u

5)

6)

On pourra utiliser le changement de variable défini par v =m — u.
Mot /g du s 1
ontrer que —_— = =
4 o 1+a?cos?2u 21+ a2
On pourra utiliser le changement de variable défini par u = Arctan v.
En déduire que :
+oo 1
vt e]-1,1[, V0 e|0,7], > wn(O)t" =

n=0

V2 —2tcosf+1

Exercice 3 (Transformation d’Abel)

Partie 1 (Convergence de séries par transformation d’Abel)
On consideére une suite de réels (ay,), une suite de complexes (b,) et on note pour tout entier naturel n :

Sn = Z akbk et Bn = Z bk
k=0 k=0
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1) Transformation d’Abel : En remarquant que, pour k > 1,b; = By — Bj_1, démontrer que,

n—1
Vn € N* Sn = Z(ak — ak+1)Bk + anBn,
k=0

2) On suppose que la suite (B,,) est bornée et que la suite (a,) est décroissante de limite nulle.

a) Démontrer que la série Z(ak — aky1) converge.
k>0
b) En déduire que la série Z anby, converge.
n=0
c) En appliquant le résultat précédent au cas ou b, = (—1)", donner une démonstration du théoréme
des séries alternées, apres ’avoir énoncé.

3) Exemple.
Dans cette question, 6 est un réel différent de 2knw (k € Z) et a € R.
n
a) Calculer pour n entier naturel non nul, Z e
k=1

ik6

in6

b) Discuter en fonction du réel « la nature de la série Z

o
n}ln

sin(nx
4) Soit la série de fonction Z uy, ou pour x réel et n entier naturel non nul, u,(x) = (nz) . Démontrer

n=1 \/ﬁ

que cette série de fonctions converge simplement en tout point de R.

On pourra utiliser sans démonstration le fait qu’une série de complexes E Uy, converge si et seulement
si , les deux séries ayant pour termes généraux les parties réelles et parties imaginaires (c’est-a-dire

ZRe(un) et Zl'm(un) ) convergent.

: , X sin(na)
On notera U sa fonction somme : pour tout réel z, U(z) = E T
n
n=1

Partie 2 (Convergence uniforme de séries)

1) On considére une suite de réels (a,) et (f,) une suite de fonctions définies sur une partie A de R et a
valeurs dans C. On pose, pour tout x € A et pour tout entier naturel n,

k=0

On suppose que la suite (a,,) est décroissante de limite nulle et qu’il existe M € R™, tel que pour tout
x € Aettout n € N, |F,(x)| < M (on dira que la suite (F},) est uniformément bornée)

a) Démontrer que la suite (a,F,) converge uniformément sur A

b) Démontrer que la série de fonctions Z(ak — ag+1)F) converge normalement sur A.
k>0

c) A Taide d’une transformation d’Abel, en déduire que la série de fonctions Zan fn converge
uniformément sur A.

2) Exemple.
sin(nzx)

NG

’ x
a) Démontrer que pour tout x € R, 1 — ¥ = —2isin (2) e

Pour x réel et n entier naturel non nul, u,(z) =

7

(M)

b) Démontrer que la série de fonctions Z u, converge uniformément sur tout intervalle [a, 27 — a]
n=>1
ou a €]0, 7.

c) En déduire que la fonction U est continue sur l'intervalle |0, 27(.
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Exercice 4

On dit qu’un entier naturel n est premier si, et seulement si, il admet exactement deux diviseurs : 1 et
lui-méme.

0 et 1 ne sont donc pas des nombres premiers. Par contre, 3 est un nombre premier puisque ’ensemble de
ses diviseurs est exactement {1, 3}.

Toutes les fonctions demandées ci-aprées seront a réaliser dans le langage Python.

On pourra au fil des questions utiliser les fonctions construites dans les questions précédentes.

1) Ecrire une fonction divise (p,q) d’argument deux entiers naturels non nuls p et ¢, renvoyant True si
p divise ¢ et False sinon.

2) Ecrire une fonction estpremier (p) d’argument un entier naturel p, renvoyant 1 si p est premier et 0
sinon.

3) Ecrire une fonction phi(p) d’argument un entier naturel p, renvoyant le nombre de nombres premiers
inférieurs ou égaux a p.

4) Pour n € N, on désigne par ¢(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n.

Pour la suite de ’exercice, on admettra le résultat suivant, appelé théoreme des nombres premiers :

(n) -
A oo n(n)”
|
Pour n € N*, on définit ©(n) = np(n)nn(n) _1l.

a) Rappeler une caractérisation de I’équivalence de deux suites réelles (les suites envisagées seront
supposées n’avoir aucun terme nul).

b) Prouver que le théoréme des nombres premiers implique qu’il existe une infinité de nombres
premiers.

c) Ecrire une fonction test ( epsilon ) d’argument un réel epsilon strictement positif, renvoyant le
premier entier naturel N > 50 tel que O(N) < e.

d) Donner une suite d’'instructions permettant de tracer le graphe de la fonction © sur [50; 5000].

FIN DE L’EPREUVE



