Lycée St Joseph Lundi 18 octobre 2021
Classe de PC

Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (PT 2016) 1) Pour tout réel x,

2)

3)

Etude en +oo : f(z) ~

Pt pu=22 20+ N - N pu=(z+N2 =N +p

1
Posons o = p1 — A2 > 0 et f = ———. Alors

Vi =2

a:2+2/\x+u:a(1(x+)\)2+1> :a(1+62(az+)\)2>

«

En conclusion, | = p — A2 et § = vérifient 22 + 2 \x + pu = a(l + % (x + )\)2>

= A2

1
(22 4 2z + p)t1
Comme le discriminant A = 4)\? — 441 < 0 par hypothese, 22 + 2z + u ne s’annule jamais et la fonction
f est continue sur R.

Soit f :x —

1
22n+2

+o0o
Or n > 0, donc / —5n7s do converge comme intégrale de Riemann (v =2n+2>2>1).
1z

—+00

Donc, par équivalence, () dz converge absolument donc converge.
1
Etud De mé !
tude en —oco : De méme, f(z) ~ T

—1
Orn > 0, donc /

+oo
- dz = /1 a2 dz converge comme intégrale de Riemann (o = 2n+2 >
2>1).

0o ’x‘2n+2

-1
Donc, par équivalence, / f(x) dx converge absolument donc converge.
—0o0

En conclusion, | I,, converge

1 1 1
Calcul de Iy : — = — 5 d’apres 1), avec a = —. Donc
—— x*+ 2 +p al+<ﬂ(m+)\)> B
+00 d +o0 d +
10:/ 5 2;7:5/ pd zzﬁ[Arctan(ﬂ(x—l—)\))] Oo:ﬁw
—oo I°+ T+ [ - 4 (5(904—)\)) —00

Conclusion :

. " _ _ q
a) Soit n € N*. Posons u =z et v = CEnD Comme uv ~o a1 Avec 2n — 1> 0, il vient
lim wv =0 et lim wv =0
T—+00 T——00
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D’ou 'intégration par partie suivante :

+o0 dz T +oo 400 —271,1'2 400 .%'2
In_l :/ 2 = l: B} :| —/ ﬁdeQn/ ﬁdl‘
o @21 @2 S @@+ o (@Z+1)m

2 22 +1-1 1 1
Or vz €R, @2+ 1) (@2 ) @) (22 4 1) done
+oo 1 1
In1=2n /_OO @+ 1) - @2+ 1) dz = 2nl,_1 — 2nl,
2n — 1)1, _
Par conséquent, | I,, = (n2)"1
n

b) Cherchez au brouillon pour les premiers termes, comme d’habitude. Une fois que vous avez une formule
bien propre, comme vous l’avez obtenu avec des « ... », il faut faire une récurrence.

Montrons par récurrence que la propriété :

| (2n)!
Hn : In = WT(
est vraie pour tout n > 0.
° : d’apres = fBm, etici B =1. Ainsi ———=7m =7 = I.
e M, = Hyu41 : Supposons H,, vraie. D’apres a),
2n —1 2n(2n—1) (2n)! (2(n+1))!
Ins1 = In= 2,2 2 2™ = 5311 2
2n 22n 221 (nl) 22(n+1) ((n + 1))
Donc Hp41 est vraie.
2n)!
e Conclusion : |Vn >0 I, = 22&(2)!)27r

Pour compléter un peu les résultats de ’exercice, et confirmer votre impression de « déja vu », on peut effectuer
le changement de variable x = tant dans I,,.

1 . . .
oF dt et (142%™ = (14 tan?t)" ™ = (1/cos® )", on trouve

CoS
_— 1 . .
I, = / cos?nt? t—p— dt = 2/ cos® t dt = 2Wh,,
J_ = cos“t Jo

2

Comme dx =

ol
ol

]

Wallis ! On retrouve aussi le v, du devoir (x = /nt), mais le calcul de v,, n’avait pas été fait.

Exercice 2 (CCINP 2021)

Partie I - Existence et unicité de la solution du probléeme (P)

1.1 - Existence de la solution

1) Soit > 0 fixé.
or(@) = —5 ~ 5
PRI = (x+ k)2 k?

1
Or Z 72 converge (Riemann, o = 2 > 1), donc, par théoréeme de comparaison, ngk(x) converge
absolument donc converge. Conclusion :

La série de fonctions Z ¢k converge simplement sur |0, +00]
k>0
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2) Soit z €]0, +o00],

EO:O )k +0oo (71)k
ez +1)+ o) = 5 —
@+ k+1) — (z+k)
Jio (_1)k—1 +o0 (_1)k—1
= @+ k) (et k)
1
T a2
Conclusion :
1
Vi €0, +ool, gl +1) + (@) =
3) Soit = > 0.
1 1
e Pour tout k € N, pp(z) = (_ka avec CEwE > 0. Donc Z K (x) est une série alternée.
1 1
° <) est une suite décroissante car u — — est décroissante sur R’ .
(x4 k)? u?
1
e lim ——= =0.
k——+o0 (:c + k:)

Donc, d’apres le théoréme spécial des séries alternées, Z vi(x) converge (ce que 'on savait déja), et
k
le reste d’ordre n est majoré par |@,11(x)|. Ce qui s’écrit

1
S ——3
(z+n+1)2

+oo
Z or(x)

k=n+1

Vz €]0,+00], Vn e N,

4) Montrons que lim ¢(xz) =0 : La majoration précédente, en n = 1, s’écrit :

—+00
1 1
Vo > 0, - —
Ainsi I ~0 joration, lim_p(x) —
1nS1 1mim m -———m-7=7 T 11 ratlon, 1m - —=.
si, comme lim CESIE , par majoration, lim o(z >

1
Puis lim — =0 entraine lim ¢(z) =0
T—+00 I T—>+00

De plus, d’apres 1.2, ¢ vérifie la seconde relation de (P). Conclusion :

‘La fonction ¢ est une solution de (P) ‘

1.2 - Unicité de la solution

5) Soit > 0 fixé. Montrons par récurrence que la propriété :

n = (—1)"* 1 G
Ho:o fl@)=(=0)" @ +n+ HkZ:%(H’f)?
est vraie pour tout n = 0.

1
e Hp :s'éerit f(z) = —f(z + 1) + —. Clest vraie par définition de la propriété (P).
— x
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o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie.
flx)= ()" f(z+n+1) +Zﬂ d’apres H
= @+ k)2 "
(-0 (= flz+n+2)+ ) (1 liquant (P) en z +n + 1
= (- — flz+n —_— ——~—  en appliquan enzx+n
@tn+12) " & (et k) PPad
42 e L
n
= 2)
(1) 2f(z+n+ +Z CENE
k=0
Donc H, 41 est vraie.
. n+1 ( 1)k
e Conclusion : |Vn >0 f(z)=(-1)"""f(z+n+1) —1—27
= @+ k)2
6) D’apres (P), lim f(z+mn+1)= lim f(¢)=0.Donc, en passant a la limite quand n — +oo dans
n—-+oo t——+o00

légalité précédente, il vient f = . Ainsi, f solution de (P) implique f = .
Réciproquement, & la question 4 nous avons montré que ¢ était solution de (P). Conclusion :

‘La fonction ¢ est 'unique solution de (P) ‘

Partie IT - Etude de la solution du probléme (P)

7)

Calcul de norme infinie : Soit n € N* fixé. Notons, pour tout = > 0,

n +oo
.’L‘) = Z on(x) et Rn(x) = go(a:) - Sn(x) = Z (Pk(x>
k=0

k=n+1

D’apres la question 3,
1

> {——

1
Or z — (4_7_1_1)2 est décroissante sur |0, +oo[, donc sa borne supérieure est
z+n

aussi prendre la borne sup sur [e,+00[) et :

1
W (on pouvait
n
1

<
Vo> 0 Ra(@)l <

En passant a la borne supérieure sur [, 400/, il vient

1

Rn oogi
I1Ralle < Gy

Convergence uniforme :

Par majoration, lim ||R,|c = 0. Comme R, = ¢ — Sy, nous venons de montrer
n——+00

La série de fonctions Z ¢, converge uniformément sur [, +00|
k>0

Pour montrer la convergence uniforme en majorant R,,, il n'est pas nécessaire de se placer sur [e, +oo[ : on peut

se placer sur |0, +oo[, et prendre n > 1 : la différence ¢ — S, fait disparaitre le probléme de ¢q : © — non
T
bornée sur |0, +ool.

On pouvait aussi montrer la convergence normale, en calculant ||pk|lco = |pr(e)| = , et en montrant que

(€ + k)2
E leklloo converge (Riemann, ou la convergence simple absolue de la question 1 en x = €). Puis la convergence

normale entraine la convergence absolue.
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8) e Pour tout n € N, ¢, est continue sur |0, +o0].
o Daprés 7, > ¢y converge uniformément sur tout intervalle de la forme [e, +oo[ de |0, +00[, donc
sur tout segment de ]0, +o00].
Dong, d’apres le théoreme de continuité,
’ La fonction ¢ est continue sur ]0, +o00[ ‘
Comme ¢ est solution de (P),
1
Vo > 0, @(m):?—ap(az#—l)
Or, d’apres ci-dessus, ¢ est continue en 1 : lorsque x — 0, p(x + 1) = ¢(1) + o(1).
1
Donc ¢(x) = i o(1) +o(1) :
1
x)~—
plz) ~ —
9) Convergence uniforme de Z ¢} Soit € >0, et n € N fixé.
La fonction ¢, est dérivable sur |0, +ool, et
2(_1)k+1
Vz > 0, hil,(x) = ———
Par décroissance de |¢],| sur ]0, o0,
1
T
”(pn”oo - (€+n)3
P 1
Ainsi, ||, ]|co ~ 3
1
Comme » 3 converge (Riemann, o = 3 > 1), par théoréme de comparaison, Y _ [|¢}, [loc converge :
La série Z ¢}, converge normalement donc uniformément sur [, +oo
Dérivée de ¢ :
e Pour tout n € N, ¢, est de classe €' sur )0, +oo|.
e La série Z ¢p, converge simplement sur |0, 4+o0o[ d’apres 1.
e La série Z ¢!, converge uniformément sur tout segment de |0, +ool.
Dong, d’apres le théoreme de dérivation terme a terme des séries de fonctions,
+oo 2(_1)k+1
¢ est dérivable sur |0, +oo] et Va €]0, +oo|, ¢'(x) = Z —
= (x+ k)
10) Le théoreme des séries alternées s’applique a la série Z(p;, comme il s’appliquait a ngn lors de

la question 3. Une des conséquences est que le signe du reste est celui du premier terme négligé. En
2

considérant R_1 = ¢’ et ¢’ ;. = ¢, la fonction ¢ est du signe de ¢f(z) = —— <0.
x

Donc ¢’ < 0 sur )0, 4o0] :

‘ La fonction ¢ est décroissante sur |0, 4o00| ‘
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11) Encadrons ¢ :

Vz €)1, 400, olx+1) < pz) <elr—1) décroissance de ¢ sur |0, 4o00]
==Vr €]l oo, oz +1)+p(2) < 20(z) < p(z) + 9z - 1)
1 1
Ainsi
1
Vo €]1, 400, —5 < 2¢(2) e
Puis
2 a?
Vo €]1,400], 1< 2x%p(x) < @17
Par encadrement, lim 22%p(z) =1 :
T—>+00
1
o(x) ~ 222

Partie III - Expression intégrale de la solution du probleme (P)

12) Soit k € N. La fonction f : t — t***~11n(t) est continue donc continue par morceaux sur ]0, 1].
Etudeen0:Sik>1,z4+k—1> 2 >0, donc, par croissance comparée,

lim f(t) = 0

Ainsi, f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur |0, 1].
Si k = 0, montrons que f(t) = o(1/t'~%/2) : par croissance comparée, comme /2 > 0,

1—z/2 _ 4x/2
12 f(1) = 2 n(t) — 0

L |
Ainsi, f(t) = o(1/t'7%/?). Or /0 P dt converge (Riemann en 0, « =1 —z/2 < 1).

1
Donc, par théoreme de comparaison, / f(t) dt converge. Conclusion :
0

Pour tout k € N, la fonction ¢ — t*7*~11In(t) est intégrable sur 0, 1]

Vous avez tout de suite reconnu les intégrales de Bertrand. Pour les reconnaitre : lorsque vous avez du t et du

In(t) qui interviennent (ici, aveca=—(x+k—1) et f=-1).

to(Int)?
Vous pouviez aussi effectuer l'intégration par parties de € a 1, puis passer a la limite : vous prouvez en meéme
temps la convergence, donc l'intégrabilité puisque la fonction est de signe constant (négatif).
t$+k
u = u =t (2 4k #0)
z+k
1

v = In(t) v = -
Comme x + k > 0, PH(IJ uv = 0 par croissance comparée, et le théoréme d’intégration par parties nous
*)

Effectuons une intégration par parties :

dit que les deux intégrales sont de méme nature, donc convergente d’apres ci-dessus. Et

/ Lty e = | £ ln(t)]l _ / LT
0 r+k 0 o r+k
1 ta:—‘rk: 1
Y M] .
__ 1
(z +k)?
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13)

Conclusion :
! x+k—1 1
" In(t) dt = ——5
/0 ®) (x+ k)2
" n(t " n(t
La fonction t — ) est continue sur ]0, 1] et, au voisinage de t = 0, a0 ~ t* n(t)

1+1¢ 1+¢
Or, d’aprés la question 12, la fonction ¢ +— t“~!1n(t) est intégrable sur ]0,1] (cas k = 0).

Donc, par théoreme de comparaison,

t*~1In(t)

La fonction t —
14+t

est intégrable sur |0, 1]

Soit t €]0,1]. La série géométrique Z(—t)k converge et

k
+o0
1
E k= =
k:o( ) 1+1¢

Ainsi, en multipliant par t*~*In(t), il vient

—+00 z—1

1
S (=R () = 7 In(t)
= 14+t

Appliquons le théoréme d’intégration terme a terme.
Pour tout k € N, posons f, :]0,1] — R définie par fi(t) = (—=1)¥* %~ Lin(t).
1 1

1
CEE ~ Or > — converge (Riemann, a = 2 > 1),

1
D’apres la question 12, / |fe(t)| dt = 12
0
1
donc par théoréme de comparaison Z / | fx(t)| dt converge.
0

e Pour tout k € N, fi est continue donc continue par morceaux sur |0, 1].
t*~11n(t)

157 sur 0, 1] d’apres ci-dessus, et f est continue.

. Z fr converge simplement vers f : ¢ +—

1
e La série Z/ | fx(t)| dt converge
0

Donc, d’apres le théoréme d’intégration terme & terme, f est intégrable sur |0, 1] et

1 +oo 1
/0 CLEDY /0 felt) dt

Or, d’apres 12 /1 fr(t)dt = —ﬂ et p(z) = Jrzo:o ﬂ Par conséquent
) p ’ 0 k - (.fU—f-k)Q’ ' _k:()(x—i_k)z. q )
Lgz=1n(t)
- Uy
#(@) /O 1+¢
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Exercice 3 (CCINP 2021)

Partie I - Approximation de la racine carrée d’un réel positif

I.1 - Convergence de la suite (fi)ren

1)

2= 1 T z ’ -
(fr(z)) =1 (fkl( ) + fkl(x))
1 x?
=1 (f;?_l(x) + 2z + 7w 43:)
1<f2 (x) — 2z + z >
A Jia (@)
1 T 2
= Z (fkl(x) - fkl(x)>
>0

Donc (fi(z))? = 2. Comme z > 0 et fi > 0, il vient

Vk € N*, fe(z) >V

1
2) Six =0, pour tout k£ € N, fr11(0) = = fx(0) : la suite est géométrique et décroissante.
+ 2

Et si x # 0 ? Que faire ¢ C’est la question 2. Pas d’idées... la question 1 semblail sortie de nulle part : essayons
de lutiliser.

Si x >0, d’apres 1, fi(x) = v/z > 0. En passant & I'inverse,

1 < i
fr(x) =~ Vz
— % <V < fr(x) toujours d’apres 1
= fin@) = 5 (A + 575) < 5U@) + @) = ile)

Ainsi,

‘ La suite (fx(2))ken+ est décroissante ‘

3) Soit z € Ry fixé. La suite (fx(z))r est décroissante (d’aprés 2) minorée par /z (d’apres 1), donc,
d’apres le théoréme de la limite monotone, elle converge. Notons f(z) = klirf fr(x) sa limite.
— 00

Si > 0, la minoration f(z) > /= nous donne f(x) > 0. En passant & la limite dans la relation de
récurrence, il vient

D'ott f(x)? =z, puis f(z) = /.
Si z = 0, La suite géométrique (f;(0)) de raison 2 converge vers 0 = /0.
Finalement,

1 )keN converge simplement vers f : Ry — R définie par f(z) = /x pour tout x € R
+ -
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1.2 - Majoration de ’erreur

4) Soit k € N.

M _ \/5 _1 ) — Xr — €T L éveo er u 6 we factoriser
(1 fk(x)>_2(fk() Ve \F—i_fk(a:)) (développer plutot que fact )

1 T
=—Va+ 3 <fk(95) + fk(fﬂ))
= frr1(z) — Vo

1l est rare d’obtenir une relation de récurrence (lien entre fi et fri1, plus généralement entre la valeur au rang
k et celle au rang k + 1) par récurrence. Cette relation, par contre, servira pour faire des récurrence dans peu

de temps

VEeN,  fipa(z) — Vo= fk(x)g_ Ve (1 - f,ﬁ))

5) Montrons par récurrence que la propriété :

1+«
2k

Hioo | fi(z) — V| <
est vraie pour tout k > 1.

1
e #H; : Comme fy =1, fi(z) = 5(1 + %), donc +#H; est vraie.

o H; = Hjy1 : Supposons Hy, vraie. Comme fi(z) > V& (et fr > 0), @) <1
k
|[fe(@) — V| VT X
— = 1-— d’ 4
’fk+1(x) \/5’ 9 fk(«f) apres
1+ N3
<7 _
< e (1 fk<x>> o
1+z NE
< — _
S Skt1 car 1 (@) <1
Donc Hjy1 est vraie.
1
e Conclusion : |Vk > 1 |fp(z) — Vx| < ;x

Exercice 4 (E3A PSI 2021)

1) Soit n € N*. La fonction f, : t — exp (—t") est continue donc continue par morceaux sur [1,4+00].
Etude en +o0 :
VE>1, ">t

tn

=
<e

Puis, par décroissance de z +— e~ %, 0 < e~

+oo
Or / et dt converge (3 = 1 > 0), donc, par théoréme de majoration,
0

I, existe

2) Convergence simple : Soit ¢ > 1 fixé.

Comme lim t" =400, et lim e“ =0, alors lim f,(t)=0.
n—+oo U—>—00 n—+oo

Donc (f,) converge simplement vers f = 0 sur |1, +o0].
L’intégrale est généralisée, donc pas de théoréme avec convergence uniforme. De plus, si on regarde la convergence
simple sur [1,4+00], f n’est pas continue en 1 : il n’y a pas convergence uniforme sur [1,b] avec b > 1 fizé.

Théoréeme de convergence dominée :




DST 3

e Pour tout n € N, f,, est continue donc continue par morceaux sur |1, +o0ol, ainsi que f.
e (fn) converge simplement vers f sur |1, +o0].

e D’aprés les calculs du 1, la fonction ¢ : t — e " est intégrable sur |1, +oo] et
Vn € N*, Ifnl <@

Donc, d’apres le théoréme de convergence dominée, les f,, et f sont intégrables sur |1, 4o00| et
+oo +oo
lim fa(t) dt:/ 0dt =0
1

n—+oo Jq

Conclusion :

‘ La suite (I,,) converge vers 0 ‘

3) La fonction v : [1, +oo[— [1,4+0o[ définie par 1(t) = t" est €', strictement croissante et bijective.
D’apres le théoréme de changement de variable, les deux intégrales ci-dessous sont de méme nature,
donc convergente car I,, ’est.

Avec les conventions habituelles, du = nt" ! dt donc dt =

— du. Les bornes sont inchangées.

nu n»

+oo e_u
I, :/ —— du
1

u n» n

4) D’apres la question précédente,

—+00 e U
nl, = / — du
1 -5

1

. Soit u > 1 fixé.

3|

Convergence simple : Soit g, : [1, +00[— R définie par g, (u) = e */ul~

1 : —u
Comme ngrfoo o= 0, Erfoo gn(t) = e “/u.

Donc (gy,) converge simplement vers g : u +— e~ “/u sur [1, +00].

1
Théoréme de convergence dominée : Pour tout u > 1 et tout n € N*, u!~» > 1. Donc, par passage &

Iinverse (tout est positif),

e Pour tout n € N, g, est continue donc continue par morceaux sur [1,4o00[, ainsi que g.
e (gn) converge simplement vers g sur [1, +ool.

e D’apres les calculs ci-dessus, la fonction ¢ : t — e ¢ est intégrable sur [1, +00] et
Ve N, gn| <

Donc, d’apres le théoreme de convergence dominée, les g, et g sont intégrables sur [1, +oo[ et

400 +o0
Jim [ g du= [ g du
Conclusion :
+o0 efu
La suite (nl,) converge vers J = / —du
1 u

10
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5) Comme g > 0 sur [1,+o0o[, J > 0 et en particulier est non nulle.
Par conséquent, d’apres 4, nl,, ~ J, puis

Iy, ~

J
n

6) Pour tout ¢ > 1 et tout n € N*, t" < t"*1 donc f, > frnt1 @ la suite (f,) est décroissante. Par
croissance de l'intégrale, (I,,) aussi est donc décroissante.
e Comme I, >0, Z(—l)
e D’apres ci-dessus, (I,,) décroissante.
m I,=0

li
n—-+00

"I, est alternée.

e D’apres 2,

Donc, d’apres le critére des séries alternée,

Z(—l)"[n converge

FIN DE L’EPREUVE
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